Einleitung

Digitaltechnische Realisierungen sind in der heutigen Zeit nicht mehr wegzuden-
ken. Man ist es gewohnt, Handy und Digitalfernseher zu verwenden. Die Funk-
tionsweise ist den meisten Benutzern nicht bekannt und wird fiir die Benutzung
digital arbeitender Gerdte auch nicht benétigt. Technikinteressierte mochten je-
doch mehr tber die Funktionsweise wissen. Hierzu konnte man ein komplexes di-
gitaltechnisches Gerit in seine Funktionsgruppen und weiter in seine Einzelkom-
ponenten auflosen und deren Wirkungsweise vertiefen (Top-Down Design).
AnschlieBend wei3 man, wie dieses Geradt funktioniert, aber die Anpassung der
Signalverarbeitung fiir weitere Anwendungen wurde nicht trainiert. Dieses Buch
verwendet die andere Entwurfsrichtung. Basierend auf den Grundelementen wird
deren Zusammenschaltung zu einfachen Funktionsgruppen beschrieben und er-
lautert, sodass hieraus komplexere Gerdte oder deren Komponenten fiir verschie-
dene Anwendungen erstellt werden konnen (Bottom-Up Design). Dieses Buch be-
schreibt die rudimentiaren Elemente und grundlegenden Funktionsgruppen der
Digitaltechnik. In der Einleitung werden Begriffe erlautert.

B 1.1 Analoge und digitale
Darstellungsformen

1.1.1 Analoge GroBendarstellung

Viele uns bekannte GroBen sind analoger Natur. Hierunter fallen u.a. Abstand,
Temperatur, elektrische Spannung etc. Zur Beschreibung dieser GroBen wurden
analoge Darstellungen verwendet, wie Linge an einem ReferenzmaBstab (Meter-
maB), Flissigkeitsthermometer, Zeigerinstrumente etc. Die verwendeten Wertean-
gaben in diesem Bereich gehoren zu den reellen Zahlen R. Die Zuordnung zwi-
schen Messwert (z.B. elektrische Spannung) und Darstellungswert (z.B. Winkel
der Zeigerposition) ist eine kontinuierliche Funktion. Bild 1.1 zeigt beispielhaft
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den Zusammenhang einer analogen Abbildungsfunktion. Theoretisch konnte bei
unendlicher Genauigkeit vom Anzeigewert auf den exakten verursachenden Mess-
wert zuriickgeschlossen werden. Grenzen sind durch die Ablesegenauigkeit gege-
ben, die hiufig bei der dritten Stelle aufhdrt. Bei Mess- und Ubertragungssystemen
gibt es noch den unteren und oberen Grenzwert, die den Wertebereich der Anord-
nung vorgeben. Vorteil der analogen Darstellung ist u.a. die schnelle Erfassung
sowie die Erkennung von Tendenzwerten (z.B. bei analoganzeigenden Messgera-
ten). Dieser Vorteil wird haufig bei der analogen Ausgabe digitaler GroBen verwen-
det, wie z.B. bei der analoganzeigenden Digitaluhr.

f

Anzeigewert
o3

/

/ Messwert —» Bild 1.1
Abbildungsfunktion analog — analog

1.1.2 Digitale Gr6Bendarstellung

Die Bezeichnung ,digital* kommt aus dem Lateinischen (lat.: digitus: Finger (oder
Zehe), zdhlen mit den Fingern). Sie beschreibt eine diskrete GroBendarstellung,
also eine abzdhlbare Menge. Einige GroBSen sind zahlbar (z.B. Anzahl von Eiern
(Grundmenge ein Ei)), andere werden durch Quantisierung analoger GroBSen in
zahlbare digitale Einheiten unterteilt (z. B. Gewichtsklassen von Eiern (Klassen S,
M, L oder XL)). Verwendet man sehr viele Klassen oder Stufen (z. B. bei Digitalwaa-
gen), so erhalt man bei vernachldssigbarer Klassenbreite bzw. Stufenhohe einen
nahezu kontinuierlichen Verlauf (dhnlich der analogen Abbildung). Bild 1.2 zeigt
den Zusammenhang einer digitalen Abbildungsfunktion. Bestimmte Werteberei-
che werden einem Digitalwert (einer Stufe) zugeordnet. Die Werteangaben vom
Messwert gehoren zu den rellen Zahlen R (kontinuierliche, analoge GroBe) und die
Angaben vom Anzeigewert zu den ganzen Zahlen Z (diskrete, digitale GroBe). Eine
exakte Rekonstruktion des verursachenden Analogwertes ist hierbei prinzipiell
nicht moglich, da ein Digitalwert immer einen Bereich der analogen Eingangs-
groBe abdeckt. Bei der Rekonstruktion wird normalerweise der Mittelwert des
Wertebereiches der Stufe als Naherungswert verwendet. Ein anschaulicher Ver-
gleich von analogen und digitalen GroBen ist eine Treppe mit einer mitgefiihrten
Fahrradrampe. Die Rampe gibt einen analogen Wert der Hohendifferenz wieder
und die Stufen einen digitalen. Zu jeder digitalen Stufe gehort ein Bereich der zu-
gehorigen analogen Hohendifferenz.
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Eine haufig zu findende Darstellung entspricht Bild 1.3. Der Messwert in dem Be-
reich von X, ;, bis X, wird in N dquidistante (gleichgroBe) Bereiche mit der Breite
Q unterteilt. Das Quant Q ist normalerweise Q= (X,.x = Xpin)/N-

Der Digitalwert wird durch eine Zahl reprasentiert (Zahlendarstellungen werden
im ndchsten Unterkapitel erldutert), in der digitalen Welt ist dies haufig eine Dual-
zahl. Die Dualzahl besteht aus J binaren Stellen, wodurch sich eine maximal ver-
wendbare Anzahl von N=2’ Stufen ergibt. In Bild 1.3 ist dieser Zusammenhang mit

einem 3-stelligen Dualcode dargestellt.

Durch die ziffernm@Bige Darstellung des Digitalwertes ist eine eindeutige Lesbar-
keit gegeben (keine Ableseunterschiede zwischen erster und letzter Stelle). Die
Auflosung ergibt sich durch die Quantisierungsstufe Q.

t —
Anzeigewert R
Messwert —  Bild 1.2
- Abbildungsfunktion analog — digital
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- Abbildung einer MessgroBe in ein digitales
Digitalwert Dualzahl ~ Signal bzw. einen digitalen Signalwert

B 1.2 Binare und logische Zustande

Eine digitale GroBe besteht aus abzahlbaren Elementen (Stufen). Ein digitaler
Spannungsverlauf ist somit eine Folge von diskreten Spannungswerten (theore-
tisch kein kontinuierlicher Ubergang). Analoge Spannungswerte repriasentieren
hierbei diskrete Werte. Die Anzahl der Stufen ist beliebig, jedoch begrenzt durch
die Unterscheidungsmaoglichkeit (begrenzte Genauigkeit bei der Spannungsmes-
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sung). Bild 1.4 zeigt einen digitalen Spannungsverlauf mit drei Zustanden (0V, 5V
und 10V). Problematisch sind bei entsprechender Verwendung die Uberginge
zwischen 0V und 10V und zwischen 10V und 0 V. Aufgrund des analogen Verhal-
tens von Spannungswerten kann dieser Ubergang nicht in der Zeit t=0 erfolgen.
Die Zeit ist ebenfalls eine analoge GroBBe und dadurch kann nur ein quasi digitales
Signal realisiert werden.

Ir || L

Es wird fiir den Ubergang immer ein gewisses, wenn auch sehr kurzes Zeitinter-
vall benotigt. Bei schnellen Signalfolgen (haufiger Wechsel zwischen den Span-
nungswerten, Zeitspanne fiir Spannungsanderungen nicht mehr vernachlassig-
bar) ist der Ubergang iiber die 5V-Stufe problematisch. Bild1.5 zeigt einen
analogen Ubergang zwischen 0V und 10V mit der ungewiinschten Ubergangszeit
t.. Der fir die 5V-Stufe verwendete Spannungsbereich (Messgenauigkeit dieser
Stufe etc.) wird durchlaufen und dies konnte zur Detektion dieser nicht im eigent-
lichen Spannungsverlauf angezeigten Spannungsstufe fiihren.

wo<
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Bild 1.4 Digitales Spannungssignal mit
drei Zustédnden
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U S 5V-Bereich
: Bild 1.5
0 Analoger Ubergang eines Spannungswechsels
g von 0V auf 10V

Ein digitales Signal mit mehr als zwei Zustdnden ist deshalb fiir einfache Realisie-
rungen nicht geeignet. Zwei Spannungsbereiche lassen sich durch einen Ubergang
(einen Schwellwert) unterscheiden. Ein zweiwertiges Signal hat zwei mogliche Zu-
stande und wird deswegen bindres Signal genannt (lat.: binar: aus zwei Einheiten
bestehend). Die allgemein angewandte Digitaltechnik arbeitet mit bindren Signa-
len.

Vorteil dieser Signale ist, dass sich die zwei Bereiche leicht unterscheiden und,
was haufig vorkommt, zur Vermeidung von Storeinfliissen vergleichsweise gut ver-
starken lassen (ein durch Storeinfliisse ,verschwommenes® Signal wird rekonstru-
iert, s. auch Abschnitt9.3.1 Spannungsbereiche und in Abschnitt9.5 Spezielle Ein-
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gange, Schmitt-Trigger-Eingang). Der negativere Bereich wird mit L (Low) und der
positivere Bereich mit H (High) gekennzeichnet. Diesen Bereichen missen logi-
sche Zustande zugeordnet werden. Bei positiven Betriebsspannungen entspricht
normalerweise H der logischen 1 (wahr, zutreffend oder ja) und L der logischen 0
(falsch, nicht zutreffend oder nein). Es existiert auch die umgedrehte Zuordnung,
die in der Regel mit negativer Betriebsspannung gekoppelt ist. Sie wird als nega-
tive Logik (02H, 12L) bezeichnet. Diese Zuordnung ist bei den derzeitigen Reali-
sierungen eigentlich nicht mehr anzutreffen und man nimmt stillschweigend die
positive Logik (12H, 02L) an. Bei der Diskussion logischer Verkniipfungen wer-
den 0 und 1 und bei der hardwaremafBigen Realisierung mit Logikelementen die
Bezeichnungen L und H verwendet.

@ Bindre Systeme sind in fast allen technischen Geraten vorhanden.
Vorteile

= Verarbeitet werden nur zwei Werte (0 und 1 bzw. L und H)

= Impulse (Rechteckimpulse) sind einfach und vollstandig regenerierbar

= Einfache Verstarkung (Schalter, Relais, Transistoren im Schaltbetrieb)

= Verknupfen, verteilen und sortieren von Informationen mittels logischer
Schaltungen

= Speicher einfach realisierbar

= Mathematische Probleme werden auf Addition zurlickgefiihrt und geldst

= Verschiedene mathematische Probleme kdnnen mit derselben Schaltung
geldst werden

= Genauigkeit kann durch VergroBern der Stellenzahl nahezu beliebig erhoht
werden

Nachteile

= Prinzipieller Fehler durch Rasterung (Quantisierungsstufe Q bestimmt
FehlergroBe)

B 1.3 Zahlensysteme

Zahlendarstellungen

Im Laufe der Zeit haben sich verschiedene, teilweise anwendungsspezifische Zah-
lensysteme entwickelt, von denen hier einige exemplarisch vorgestellt werden.
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In der Abzédhlschreibweise werden gleichwertige Striche verwendet, wie es von
Kaffeelisten oder Bierdeckeln bekannt ist. Zur Ubersicht gibt es die Biindelung, bei
der nach vier Strichen der fiinfte tiber diese vier gezeichnet wird und diese Gruppe
(dieses Symbol) eine Fiinf reprasentiert. Die Position der Striche ist ohne Bedeu-
tung. Diese Darstellung verwendet den Zahlenraum N (Natiirliche Zahlen) und ist
nur fiir kleine Mengen einsetzbar (nicht bis unendlich).

Das Romische Zahlensystem deckt ebenfalls nur einen begrenzten positiven
Ganzzahlenbereich aus N ab und verwendet die Zweier- und Filinfer-Biindelung

wie in Tabelle 1.1 angegeben.

Tabelle 1.1 Bindelungen des Rémischen Zahlensystems

5 mal | wird durch vV dargestellt (=5)

2 mal V wird durch X dargestellt (=10)

5 mal X wird durch L dargestellt (= 50)

2 mal L wird durch C dargestellt (= 100)
5 mal C wird durch D dargestellt (= 500)
2 mal D wird durch M dargestellt (= 1000)

AuBerdem wird die Stellenschreibweise verwendet. Hierdurch entscheidet die Po-
sition tiber den Wert der Zahl. Die Zahl Vier wird z.B. nicht durch IIII (wie es auf
einigen analoganzeigenden Uhren zu finden ist) sondern durch IV (5-1) darge-
stellt und unterscheidet sich aufgrund der Stellenschreibweise von der Sechs dar-
gestellt durch VI (5+1). Die 1 (Symbol I) wird in der linken Position abgezogen und
in der rechten Position hinzuaddiert. Das Zahlensystem ist unhandlich und eignet
sich nicht fiir Rechenoperationen.

Bei der Stellenschreibweise ergibt sich der Wert nicht nur durch die verwendeten
Symbole wie bei den Romischen Zahlen, sondern durch die Position innerhalb der
Darstellung. Das Bildungsgesetz zeigt Formel 1.1.

o

Hierbei hat jede Stelle j einen Wert W, Bei der Angabe 01:02:03:04 muss der Wert
jeder Stelle bekannt sein. Hier konnte es Tag:Stunde:Minute:Sekunde sein. Der
Wertebereich der linken Stelle mit dem Wert 1 ist der Tag, der mit dem Faktor 24
auf eine Stundenzahl umgerechnet werden kann. Der Wert2 (Werte von 0 bis 23
sind an dieser Stelle moglich) kann mit dem Faktor 60 auf Minuten umgerechnet
werden. Der Wert3 (Werte von 0 bis 59 sind an dieser Stelle moglich) kann mit
dem Faktor 60 auf Sekunden umgerechnet werden. Der angegebene Wert umge-
rechnet in die kleinste Einheit, in diesem Fall die Sekunde, ergibt:

(1.1)

N =(1:(24-60-60)+2-(60-60)+3-(60) +4-(1)) = 93784 (1.2)
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Rechenoperationen mit der Stellenschreibweise sind aufgrund der Umrechnungs-
faktoren, die z. B. bei der Umrechnung von Monaten in Tage vom jeweiligen Monat
abhdngen, ungiinstig. Innerhalb der jeweiligen Stelle wird der Wert in dem ge-
nannten Beispiel bereits mit dem Polyadischen Zahlensystem beschrieben.

Das Bildungsgesetz des Polyadischen Zahlensystems fiir positive Ganzzahlen N,
(es existiert auch ein Symbol fiir die 0) zeigt Formel 1.3. Hierbei ergibt sich die
Wertigkeit einer jeweiligen Stelle aus dem Basiswert B mit der Stellenzahl j als
Exponent.

N= (1.3)

7-1
> dig
=0

In dem normalerweise verwendeten Zehnersystem ist B=10 und n ein Element
der Menge {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Die Zahl4711 ist eine 4-stellige Zahl (/J=4).
Die Darstellung des Wertes ist trivial und soll hier zur Verdeutlichung des Rechen-
weges verwendet werden.

N:(4-103+7-102+1-10‘+1-10”):4711 (1.4)

Diese Zahlendarstellung kann fiir verschiedene Basiswerte verwendet werden. In
der bindren Darstellung erhélt man das Dualsystem. In diesem Fall ist B=2 mit
ne{0,1}. Die Dualzahl 1100101, (Index 2 kennzeichnet das 2er-System) hat folgen-
den Wert:

N=(12°4+1-2+0:2 40-2° +1.22 +.0-2' +1.2°) = 101, (1.5)

Nach dem gleichen System ist das Oktalsystem (B=8, n<{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7})
aufgebaut. Im Vergleich zu dem Dualsystem werden jeweils 3 Bit (Bit2kleinste
Einheit) zusammengefasst. Die Dualzahl 1100101, wird mit fithrenden Nullen auf
ein Vielfaches von drei Stellen erweitert zu 001 100 101 und jede Dreiergruppe
durch das zugehorige Symbol reprasentiert gemaB 1454 oder 00145 (Null O(ktal)
145).

Gebrauchlicher ist das Sedezimalsystem oder Hexadezimalsystem. Hierbei ist
B=16und ne{0, 1, 2,...8,9, A, B, C, D, E, F}. Da 16 Zeichen bendétigt werden, er-
ganzt man die gebrauchlichen Ziffern um die ersten sechs Buchstaben des Alpha-
bets. Im Vergleich zu dem Dualsystem werden hier vier Stellen zu einer Hexadezi-
malziffer zusammengefasst. Die Dualzahl 1100101, wird wieder um fithrende
Nullen erweitert zu 0110 0101 und jede Vierergruppe durch das zugehorige Sym-
bol reprasentiert gemaB 65,, oder 0X65 (Hexadezimal 65).

Im Weiteren werden diese Zahlensysteme nicht zum Rechnen verwendet. Sie die-
nen gegebenenfalls zur verkiirzten Schreibweise verwendeter Bitkombinationen.
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Werden diese Zahlen iibertragen, so muss der Empfanger wissen, in welcher Rei-
henfolge die Ziffern tibertragen werden. Das hochstwertige Bit (in der Regel links)
ist das MSB (Most Significant Bit) und das niederwertigste Bit (in der Regel rechts)
ist das LSB (Least Significant Bit).

Die Zahlendarstellung kann auch fiir Nachkommastellen erweitert werden. Eine
5-stellige Zahl mit zwei Vor- und drei Nachkommastellen hat das in Formel 1.6 an-
gegebene Bildungsgesetz. Ein Beispiel im Dualcode zeigt Bild 1.6. Jede Nachkom-
mastelle reduziert hierbei die Quantisierungsstufe Q auf die Halfte. Bei drei Nach-
kommastellen ist dies 273=0,125 bzw. £0,0625.

1
Nﬁ[an-B"

n=-3

Wertigkeit |2'|2° 27! [27%]27
1o 1[0]1]=1-240-1+1-05+0-025+1-0,125=2,625

Bild 1.6 Beispiel einer Dualzahl mit Nachkommastellen

(1.6)

Im Polyadischen Zahlensystem konnen Addition und Subtraktion (Bild 1.7), Mul-
tiplikation (Bild 1.8) und Division (Bild 1.9) in gewohnter Weise durchgefiihrt wer-
den. Die Rechenoperationen mit den Dualwerten (mittlerer Teil) und Dezimalwer-
ten (rechter Teil) werden im Weiteren nicht verwendet. Die Entwicklung einer
Schaltung zur Realisierung des in der Tabelle angegebenen Zusammenhangs (lin-

ker Teil) jedoch schon.

b a (b+a) b a_gb—a)

00/ 00 0100 4 00 00 1010 10
0101 +0110 +6 01 l‘l\ -0110 -6
1 0l 0 1 carry-=>! — 1 ol o ;"borrow—>1_____
L1l % 1010 10 1 1] 00 0100 4

Bild 1.7 Beispiele fiir Addition und Subtraktion im Dual- und Dezimalsystem

11-0101 3 05
UULJ 0]
+ 11
+ 00 __*15 Bid1.8
o IS Beispiel fiir die Multiplikation im

01111 Dual- und Dezimalsystem
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1111 :11 =101

[ I R 15:3 = 05
01 -0
-0 1S
11 ~15 Bild 1.9
-11 0 Beispiele fiir die Division im
0 Dual- und Dezimalsystem

Erweitert man die Darstellung von Natiirlichen Zahlen um den negativen Zahlen-
bereich auf Ganzzahlen (von N nach Z), so wird ein Bit fiir das Vorzeichen bend-
tigt. Dies ist das MSB (Bit mit der hochsten Wertigkeit, bisher 2/°!; Wertebereich
der Zahl von 0,...,2/~1). Mit den negativen Zahlen wird nun der Zahlenraum von
+2/1-1 abgedeckt, bei vier Bit von -7 bis +7. Eine einfache Darstellung besteht
aus Vorzeichen und Betrag wie in Tabelle 1.2 in der 3.Spalte zu sehen ist. Diese
Darstellung eignet sich flir eine Ausgabe eines Wertes mit Vorzeichen (z.B. fiir die
Anzeige bei Messinstrumenten), fiir Berechnungen ist sie jedoch nicht geeignet.

Die néchste Variante ist das (b-1)-Komplement, auch Einerkomplement genannt.
Um aus einem positiven Wert einen negativen zu erhalten, miissen hierbei alle
Bits invertiert und das Vorzeichenbit hinzugefiigt werden. Aus +3,, wird im Dual-
system mit Vorzeichenbit und drei Werte-Bits 0 011, fiir die Zahlendarstellung der
positiven 3 aus dem Bereich 0 bis 7. Eine -3, wird mit 1 100, dargestellt (die in-
verse Bitkombination der positiven Zahl). Das Vorzeichenbit ist bei der Betragsdar-
stellung und dem (b-1)-Komplement gleich, nur die Datenbits sind invertiert
(s. Tabelle 1.2 in der 4.Spalte). Eine Umwandlung zwischen diesen beiden Varian-
ten ist dadurch recht einfach. Nachteilig ist, dass in beiden Darstellungsvarianten
die Null zweimal existiert.

Fir mathematische Berechnungen gibt es eine glinstigere Variante, das (b)-Kom-
plement, auch Zweierkomplement genannt. Hierbei wird der negative Zahlenbe-
reich um einen Wert in negativer Richtung verschoben und man erhilt den Werte-
bereich bei vier Bit von -8,...-1,0,+1,...+7 wie in Tabelle 1.2 in der rechten Spalte
dargestellt. Wertebereiche typischer Bitlangen zeigt Tabelle 1.3. Bei dieser Zahlen-
darstellung kann dem Vorzeichenbit wieder ein Wert zugeordnet werden, dieser ist
-(27°1). Die Wertigkeiten der Bitstellen bei vier Bit im Dualcode fiir positive (natiir-
liche) Zahlen von 8,4,2,1 geht fiir positive und negative Ganzzahlen tiber in
-8,4,2,1. Die realisierbaren Werte lassen sich recht gut als Kreis darstellen, um
Rechenoperationen wie Addition oder Subtraktion zu erlautern.
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Tabelle 1.2 Gegenlberstellung verschiedener Zahlendarstellungen
Wert Dualzahl Vorzeichen | (b-1)-Komplement (b)-Komplement
und Betrag | 1er-Komplement 2er-Komplement
8 /. /. /. /.

111 0111 0111 0111

6 110 0110 0110 0110
1 001 0001 0001 0001
0 000 0000 0 000 0000
-0 /. 1000 1111 /.

-1 /. 1001 1110 1111
) /. 1110 1001 1010
-7 . 1111 1000 1001
-8 /. /. /. 1000
-9 /. /. /. J.

Tabelle 1.3 Wertebereiche typischer Ganzzahlendarstellungen

Bitanzahl (/) | Vorzeichenloser Wertebereich Vorzeichenbehafteter Wertebereich
(unsigned) (signed, (b)-Komplement)

4 0,+1,+2,...,+14,+15 =8,...,-1,+0,+1, ..., +7

8 0,+1,+2, ..., +254, +255 -128,...,-1,+0, +1, ..., +127

12 0, +1,+2, ..., +4094, +4095 -2048, ..., -1,+0, +1, ..., +2047

16 0,+1,+2,...,+65534, +65535 -32768,...,-1,+0,+1, ..., +32767

Bild 1.10 stellt die Periodizitdt der Integerzahlen ohne und mit Vorzeichen dar.
Wird durch Addition (Anzahl der Schritte in Richtung +, auch bei der Subtraktion
einer negativen Zahl) oder Subtraktion (Anzahl der Schritte in Richtung -, auch
bei der Addition einer negativen Zahl) die Bereichsgrenze iiberschritten, entstehen
Fehler (inhérenter (lat.: inhaerens: hdangen, kleben, auch: innewohnend, ureigen)
Modulo- (Rest einer Ganzzahldivision, wird hiufig zur Begrenzung eines Wertebe-
reiches verwendet) Effekt (manchmal ist dieser Effekt auch gewollt). Bei Berech-
nungen sollte dies liberwacht werden. Bild 1.11 zeigt als Beispiel einige Rechen-
operationen.



