Elektrische
Gleichstromnetzwerke

Die Berechnung elektrischer Netzwerke ist ein zentrales und grundlegendes Kapitel der
Elektrotechnik. In diesem Kapitel werden ausschlief§lich Gleichstromnetzwerke behandelt.
Grundlage sind das Ohmsche Gesetz und die Kirchoffschen Regeln. Sind in einem Netzwerk
mit z Zweigen die z Zweigspannungen bekannt, lassen sich die z Zweigstrome berech-
nen. Entsprechendes gilt fiir z bekannte Zweigstrome, d.h. in diesem Fall lassen sich die
unbekannten z Zweigspannungen ermitteln. Die Knotenregel liefert fiir ein Netzwerk mit
k Knoten genau k — 1 linear unabhéngige Gleichungen. Die restlichen m = z — (k — 1)
linear unabhéngigen Gleichungen lassen sich mithilfe der Maschenregel aufstellen. Ist der
vollstindige Baum eines Netzwerkes festgelegt, bilden die k — 1 Zweige des vollstindigen
Baums die Baumzweige und die m = z — (k — 1) Zweige, die nicht zum vollstdndigen Baum
gehoren, die Maschenzweige oder auch Verbindungszweige. Der vollstindige Baum ist da-
durch charakterisiert, dass er keine geschlossenen Maschen enthélt und dass alle Knoten
direkt oder indirekt miteinander verbunden sind.

In diesem Kapitel werden die bekannten Losungsverfahren

= Maschenstromverfahren
= Knotenpotenzialverfahren
= Ersatzspannungsquelle, Ersatzstromquelle

= Superpositionsprinzip
angewandt.

Auf die mathematische Herleitung der linearen Gleichungssysteme im Rahmen des Ma-
schenstrom- und des Knotenpotenzialverfahrens wird an dieser Stelle verzichtet. Ausge-
hend von der Herleitung wird in diesem Kapitel fiir beide Verfahren eine systematische
Vorgehensweise fiir die Aufstellung der linearen Gleichungssysteme angegeben.

Als ein sehr wichtiges Werkzeug zur Berechnung elektrischer Netzwerke werden diese
beiden Verfahren in Verbindung mit der Ersatzspannungsquelle und Ersatzstromquelle
angesehen. Die Ersatzspannungsquelle und die Ersatzstromquelle spielen u.a. bei dem
Maschenstrom- und dem Knotenpotenzialverfahren eine wichtige Rolle, wenn Stromquel-
len in Spannungsquellen und umgekehrt umzuwandeln sind.

Mit dem Uberlagerungssatz (Superpositionsprinzip) werden lineare elektrische Netzwerke
mit mehr als einer Quelle berechnet. Das Kapitel 1 enthdlt u. a. Aufgaben, bei denen Kombi-
nationen aus den oben erwdhnten Losungsverfahren zur Anwendung kommen.

Die Berechnung von elektrischen Netzwerken erfolgt in den Aufgaben 1.1 bis 1.7 mithilfe
des Maschenstromverfahrens und in den Aufgaben 1.8 bis 1.14 mithilfe des Knotenpoten-
zialverfahrens. Die Aufgaben 1.15 und 1.16 wenden jeweils beide Verfahren an. Die Ersatz-
stromquelle kommt in Aufgabe 1.17 und die Ersatzspannungsquelle in den Aufgaben 1.18
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und 1.19 zur Anwendung. Die Aufgaben 1.20 und 1.22 behandeln den Uberlagerungssatz,
wéhrend in Aufgabe 1.21 Ersatzspannungsquelle und Ersatzstromquelle den Schwerpunkt
bilden.

Systematisches Vorgehen fiir die Berechnung elektrischer Netzwerke mit dem
Maschenstromverfahren
1. Bestimmen der Anzahl m der unabhédngigen Maschengleichungen:

Es gilt: m = z — (k — 1), wobei z die Anzahl der Zweige und k die Anzahl der Knoten
darstellt.

Umrechnen aller Stromquellen in dquivalente Spannungsquellen

Fiir jede Masche ist ein Maschenstrom anzunehmen. Die Pfeilrichtung der Maschen-
strome erfolgt moglichst entgegen dem Uhrzeigersinn. Jeder Zweig muss in mindestens
einer Masche enthalten sein; Zusammenhang zwischen fiktiven Maschenstromen und
wahren Stromen herstellen.

4. Fir jede Masche: Aufstellung der Maschenregel: Z U = 0 und eintragen in folgendes
Rechenschema:

Tabelle 1.1 Aufstellung des Gleichungssystems

I V™R ™S S YR VU
Ri2 Ris Rim Uy

Masche 1 R14

Masche 2 R21 Rgg Rga coo Rgm Ug
Masche 3 R31 H32 R33 coa Ram U3
Masche m Rm1 Rma R i WUy

Die Abkiirzungen bedeuten:

Iyx Maschenstrom in der Masche x

Ux  Summe aller Quellenspannungen, positiv, wenn Richtung des Maschenstromes
entgegengesetzt zu den Spannungspfeilen der Quellenspannungen ist, sonst ne-
gativ

Ryx  Summe aller Widerstdnde in der Masche m, stets positiv

Ryy Widerstand, der von den Maschenstromen Jx und Iy gemeinsam durchflossen
wird. Positiv, wenn Pfeile der Maschenstrome im Koppelzweig gleichgerichtet
sind, sonst negativ.

5. Kontrolle des Schemas:
Die Koeffizienten des Rechenschemas miissen symmetrisch zur Hauptdiagonalen sein.

6. Losung des linearen Gleichungssystems, z. B. mithilfe der Cramerschen Regel

Systematisches Vorgehen fiir die Berechnung elektrischer Netzwerke mit dem

Knotenpotenzialverfahren

1. Umrechnen aller Spannungsquellen in dquivalente Stromquellen

2. Die Knoten werden durchnummeriert (von 1 bis n) und ein Knoten als Bezugsknoten
gewdhlt (Ziffer 0).

3. Fiir jeden Knoten: Aufstellung der Knotenregel: ZI = 0 und eintragen in folgendes
Rechenschema:
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Tabelle 1.2 Aufstellung des Gleichungssystems

Knoten 1 G11 *G12 *G13 *Gm

Knoten 2 —Gg1 Ggg —623 . —ng /2
Knoten 3 7G31 7G32 G33 oo 7G3n I3
Knoten n —Gn1 —Gn2 —Gng Gnn In

Die Abkiirzungen bedeuten:

Uyo Knotenspannungen zwischen dem Knoten x und dem Bezugsknoten 0

I Summe aller Quellenstrome, die in den Knoten flieBen, negativ, wenn Strom vom
Knoten wegflie3t, sonst positiv

Gxx Summe aller Leitwerte, die einseitig mit Knoten x verbunden sind (Knotenleitwert,

in Hauptdiagonale)
Gxy Leitwert zwischen Knoten x und Knoten y (Koppelleitwert, es ist Gyy = Gyx)

4. Kontrolle des Schemas:
Die Koeffizienten des Rechenschemas miissen symmetrisch zur Hauptdiagonalen sein.

5. Losung des linearen Gleichungssystems, z. B. mithilfe der Cramerschen Regel

Cramersche Regel zur L6sung linearer Gleichungssysteme

Mithilfe der Cramerschen Regel lassen sich Gleichungssysteme mit 7 linearen Gleichungen
und n Verdnderlichen 16sen.

[A] - [x] = [y]
apl ... Qin X1 N
apl ... Onpn Xn yn
v det(4;)
' det(d)’

wobei det(A) die Koeffizientendeterminante der Koeffizientenmatrix [A] und det(4;) die
Determinante der Matrix [4;] darstellen. Die Determinante der Matrix [A;] ergibt sich, wenn
die i-te Spalte der Matrix [A] durch die rechte Seite des Gleichungssystems ersetzt wird.

Zum Beispiel fiir eine dreireihige Koeffizientenmatrix und den Unbekannten x;, x, und x3
ergibt sich fiir die Unbekannte x;:

v det(Ay)
27 det(A)
a Y1 a3 ay dy aps
Ay =| ax Yo ap3 A= | axn ax az3
asy Y3 dass azy asz dass

ayy diz as
det(A) =| ax1 az azs
asy dsz dss

=ay1(azy - azz—aps - azp) —ap(azy - asz—aps - asy)+aiz(agy - agx—azy - az)
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an y1 a3
det(Ap) =| az1 y2 aps

asy Y3 dass
=ay(y2 - asz — a3 - y3) — y1(agy - azz — a3 - azy) + a1z(azy - y3 — y2 - asi)
B Maschenstromverfahren

Aufgabe 1.1

Das folgende lineare Netzwerk ist gegeben:

— O
2R 3R
. T — ,
D D NQ Dl the
SR
R, H 4R R
UOZ
— 1, |1, R R

Bild 1.1.1 Lineares Netzwerk

a) Formen Sie die Stromquelle Ij; in die 4quivalente Spannungsquelle U; um und fassen
Sie Widerstdnde zusammen, um das Netzwerk zu vereinfachen.

b) Stellen Sie mithilfe des Maschenstromverfahrens das Gleichungssystem fiir die unab-
héngigen Strome I, I;, und I auf (Matrixform).

c) Der Widerstand R, besteht aus einem Heizdraht. Dieser hat einen Durchmesser von
d = 0,5mm, eine Linge von ! = 50 cm und besteht aus Konstantan mit einem spezifi-
schen Widerstand von ¢ = 0,5-10~% Q - m. Bestimmen Sie die Leistung an dem Heizdraht,
wenn der Strom I; = 500 mA betragt.

Gegeben ist die Losungsmatrix eines anderen Netzwerkes.

3R 0 2R] [l 10V
0 6R R|-|L|=]15V
2R R 7R I 20V

Losungsmatrix eines Netzwerks
d) Bestimmen Sie den Strom Iy aus der oben genannten Matrix. Der Losungsweg soll
hierbei erkennbar sein. Geben Sie auch den Zahlenwert fiir R = 100 Q an.
Lésung zu Aufgabe 1.1

Hinweis: Lineare Netzwerke bestehen ausschlief8lich aus linearen Elementen. Ein lineares
Element zeichnet sich dadurch aus, dass der Strom der Spannung in linearer Weise folgt.

I=k-U,

wobei k ein Proportionalitétsfaktor ist.
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a) Erstellung der dquivalenten Spannungsquelle:

3R ist parallel zur Stromquelle Ij;, daher kann die dquivalente Spannungsquelle als

Uo1 = 3R - Iy; geschrieben werden.

Vereinfachung des Netzwerkes:

Die Parallelschaltung aus den beiden Widerstdnden 2R wird zu 2R || 2R = R vereinfacht.
Die Reihenschaltung aus R und R wird zu 2R vereinfacht.

Bild 1.1.2 Vereinfachung des

Netzwerks
b) L L I, Quellen
Masche I 5R + Ry 4R 0 Uy + Ups — Ups
Masche Il | 4R 11R —5R Ups — Ups
Masche III 0 —5R 9R U()G — U05 — U()1

Die angegebene Matrix ist eine von mehreren méglichen Losungen. Die Richtung der
Maschenumldufe kann beliebig gewéhlt werden.

¢) Berechnung des Widerstandes des Drahtes: Ry = ¢ - Lo_ 1,27Q

’TC'TZ_

Berechnung der Leistung: Pr_ = I Ry =0,32W

d det(A) = (300 - 600 - 700 — 200 - 600 - 200 — 100 - 100 - 300) - Q3
=99 000000 Q°

det (Ag) = (10 - 600 - 700 + 200 - 15 - 100 — 200 - 600 - 20 — 10 - 100 - 100) - V - Q?
= 2000000V - Q?

Iy =

_ det (Ad)
det(A)

=0,0202A
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Aufgabe 1.2

Das folgende lineare Netzwerk ist gegeben:

UOZ

Bild 1.2.1 Lineares Netzwerk

a) Formen Sie die Stromquelle Iy in die dquivalente Spannungsquelle U; um und verein-
fachen Sie das Netzwerk.

b) Stellen Sie mithilfe des Maschenstromverfahrens das Gleichungssystem fiir die unab-
hédngigen Strome I, I;, und I; auf (Matrixform).

Es seien nachfolgende Werte gegeben:
R=100Q, R,=100Q, Iy; =50mA, Uy =10V, Uy =5V
¢) Bestimmen Sie den Strom I; zunichst algebraisch. Geben Sie danach ebenfalls seinen
Zahlenwert an.

Die Grole des Widerstands Ry sei temperaturabhéngig. Sein Temperaturkoeffizient o«
betrage bei 20 °C apg = 3,85- 1073 K. Somit ist sein Widerstand bei 20 °C Ry20 =100 Q.

d) Der Widerstand R, erwdrmt sich von Raumtemperatur (20 °C) auf 200 °C. Geben Sie nun
den neuen Strom I, (T = 200°C) an.

Lésung zu Aufgabe 1.2

a) Vereinfachung des Netzwerkes: Umformen von I; in Uy;, Zusammenfassen der Wider-
stdnde zu 3R.

UO2
I, I, R =
T

M R
"I M|,

Ups
I, 7; 3R
o—1 Bild 1.2.2 Vereinfachung des Netzwerks
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b) I L I Quellen
Maschea | Ry+R+R | R —R —Upz
Mascheb | R 3R+ R 0 —Un
Masche ¢ —R 0 S3R+R Uos

0 det(A) = 16R?Ry + 24R®

det (Aa) = R?>(4Uy; — 16Uy + 4Uy3)
_ det (Aq) . 4Uy — 16Uy, + 4Up3

27 det(4) 16R, + 24R
I, = —30mA

d) Es wird davon ausgegangen, dass sich der Widerstandswert linear mit der Temperatur
dndert.

Ry (T =200°C) = Ry 20 + a9 - (T — 20°C)
Ry (T =200°C) = Ry 20 - (1 +azg - (T —20°C)) = 169,3Q

I, wird analog Aufgabenteil c) berechnet:

L (T =200°C) = —23mA

Aufgabe 1.3

Das folgende lineare Netzwerk ist gegeben:

3R I,

Bild 1.3.1 Lineares Netzwerk

a) Formen Sie die Stromquelle Iy in eine dquivalente Spannungsquelle Ug; um.

b) Die eingezeichneten Stréme I, I, und I3 sind unabhéngig. Geben Sie fiir diesen Fall den
vollstdndigen Baum fiir das umgeformte Netzwerk an.

¢) Stellen Sie mithilfe des Maschenstromverfahrens ein lineares Gleichungssystem fiir diese
unabhingigen Strome auf (Matrixform).

Es seien nachfolgende Werte gegeben:
R=100Q, I; =100mA, Ugp =10V, Ug =30V
d) Berechnen Sie die Strome I; und .

e) Berechnen Sie die Spannung Uy.
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Lésung zu Aufgabe 1.3

a)
3R I

2R

Bild 1.3.2 Umwandlung der Stromquelle in
eine &quivalente Spannungsquelle

b) Der vollstdndige Baum verbindet alle Knoten eines Netzwerkes, ohne dass eine geschlos-
sene Masche gebildet wird. Er besteht aus (k — 1) Baumzweigen, wobei k die Anzahl der
Knoten ist.

Bild 1.3.3 Vollstandiger Baum

6R —4R O L +Ugs — Uy
c) —4R 7R R |- |L| = —Ugs
0 R 7R I —Uq

d I =11,36mA
I, = —32,95mA

e) I4R = 12 — Il = —44,28mA
Usg = Lig - 4R = —17,712V

Aufgabe 1.4

Bild 1.4.1 Lineares Netzwerk

R=10Q, Iy =100mA, Uy =5V, I3 =50mA

a) Wandeln Sie alle in der gegebenen Schaltung enthaltenen Stromquellen in dquivalente
Spannungsquellen um.
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b) Stellen Sie einen vollstdndigen Baum auf, in dem die angegebenen Strome I, I;, und Ip3

c)

die unabhingigen Strome darstellen.

Stellen Sie das lineare Gleichungssystem auf, stellen Sie mithilfe des Maschenstromver-
fahrens eine Gleichung fiir den Strom I;, auf und berechnen Sie den Zahlenwert.

d) Berechnen Sie den Zahlenwert der angegebenen Spannung Uy.

Lésung zu Aufgabe 1.4

a)

b)

c)

2R I
— .

4R|j UmK) Und| | R
UOI
- R

2R I, U03? Bild 1.4.2 Umwandlung der Stromquelle in
> eine &quivalente Spannungsquelle
Uor = Ip1 - 2R

Bei Stromquellen ohne parallelen Widerstand (in dieser Aufgabe Ij3) wird von einem
yvirtuellen“ parallelen Widerstand ausgegangen. Der Widerstandswert dieses Wider-
standes strebt gegen co.

Ups = Iys - R« mit Ry, — o0

I _ o ————— Bild 1.4.3 Vollstandiger Baum
8R 2R 0 hn —Up1 — Upz
2R 6R —R N hve | = —Un

0 —R 2R+ R Ivis —Upz — Ups

Bei der Berechnung muss der in Aufgabenteil a) eingesetzte ,virtuelle“ Widerstand be-
riicksichtigt werden.

. . det Dz
=1 o= 1
b R;Too M2 Rwlgloo det D
8R 2R 0
det(D) = | 2R 6R —R

0 —R 2R+ R
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6R —R

:SR" ~R 2R+ Rx

’—2R~'2R -R ’

0 2R+ Ry
—8R. <12R2 4+ 6RR, — R2> _2R. <4R2 + 2RR00>
= 88R3 + 48R?R,, — 8R3 — 4R?*R., = 80R3 + 44R?R,

8R —Up — Uy 0
det(Dg) =| 2R —U01 —R
0 —Uoz — U03 2R+ Ry
2R —R 8R 0
=— (U — Up2) - 0 2R_i_ROOIvL(—Um)" 0 2R+RQQ‘
8R O
— (=Up2 — Ups) - 9R _R ‘

(Uo1 + Uga) - (432 n 2RR00> ~ Uy - <16R2 + 8RROO)
+ (Upz + Ups) - (—8R?)

= —Up - 12R? — Upy; - 6RRs — Up - 4R? + Upy - 2RR — Ups - 8R?
det(D;)  —Up; - 12R? — Uy; - 6RRx — Upp - 4R% + Uy - 2RRo — Ups - 8R?

det(D) 80R3 + 44R?R.,
—Up; - 12R? Uy - 4R? Ups )
O Uy 6R— 2 1 Up -2R— == .8R
Ry R 01 R + Vo2 R
=7 -
= 8OR” | supe
R
—Up; - 12R? Uy - 4R? Ups )
— .6R— = " 2R — =% .8R
_ R Uo1 - 6 . + Up2 R 8
80R3
44 R2
Ro
—Up; - 12R? Uy - 4R? Ups )
O Upn c6R— =5 4 Uy -2R— == -8R
lim 92 R o R % Ry
R.—oco det(D N 3
—oc det(D) 80R a2
R
~ —Up -6R+ Upy - 2R — I3 - 8R?
h 44R?
;_ ~Un-6+Up-2- I -8R —12V+10V—-50mA-8-10Q
— = =
b 44R 44-10Q

= —13,64mA
Ur =Ip3-R=50mA-10Q
=05V




