9 Entwurf von Zustandsregelungen

9.1 Struktur einer Zustandsregelung und
Problematik

Wir wollen nunmehr Regelungen im Zustandsraum
entwerfen und gehen dazu von einer linearen und
zeitinvarianten Strecke aus, wobei hier wie im Folgen-
den die Stelleinrichtung zur Strecke geschlagen ist:
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mit konstanten Matrizen A, B, C vom Typ (n, n) bzw.
(n, p) bzw. (q, n). Gegeniiber der bisherigen Zustands-
beschreibung linearer und zeitinvarianter Systeme ist
D = 0 angenommen, wie es bei der iiberwiegenden
Mehrzahl realer Systeme der Fall ist. Unter dem Aus-
gangsvektor ist hier der Vektor der Regelgrofien, also

der gezielt zu beeinflussenden Gréen, verstanden.

Bei der Eingangsmatrix B wird man im Realfall im-
mer p < n annehmen diirfen, d. h. die Zahl der
Eingangsgrofen wird die Zahl der Zustandsvariablen
nicht tibersteigen. B hat daher hochstens den Rang p.
Wir wollen annehmen, dass B in der Tat den Rang p
hat. Angenommen ndmlich, B habe einen kleineren
Rang, dann sind die Spaltenvektoren b;,...,b, von B
linear abhéngig. Es gelte
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Das heif3t: Man kann den Einfluss der dufleren Gro-
Ben auf das System von vornherein in der letzte-
ren Form, also mittels der verkiirzten Eingangsma-
trix [by, ..., bp—1] und der Eingangsgrofen u?,..., u,_)
beschreiben. Falls u,, ..., u, Steuergrofen sind, iiber
die man verfiigen kann, ist u, iiberfliissig, da sich
die Wirkung von u,, durch geeignete Bemessung von
Ui,..., up_ ersetzen ldsst. Entsprechend wollen wir
bei der Ausgangsmatrix C voraussetzen, dass sie den
Hochstrang q aufweist!.

1 Es sei angemerkt, dass linear abhidngige Spalten von B
bzw. Zeilen von C beispielsweise im Fall redundanter Akto-
ren bzw. Sensoren auftreten, den wir aber im Rahmen dieses
Buchs nicht betrachten.

Man kann die Zustandsgleichungen als Strukturbild
darstellen. Dazu muss man die Vektordifferentialglei-
chung integrieren. Einen Vektor oder allgemein eine
Matrix integriert man gliedweise. Das bedeutet bei-
spielsweise fiir x (¢):

X d
' L ez x1(1) — x1(%0)

J x(r)dr = = =
f J-Cn(T)dT xn(t)_xn(to)

=x(1)—x(t).

Daher folgt aus (9.1)

x(r)=J (Ax(@)+Bu())dr+x(1).

Zusammen mit (9.2) ergibt sich so Bild 9-1. Die dop-
pelt gezogenen Wirkungslinien sollen auf den Vektor-
charakter der zeitverdnderlichen GroBen hinweisen.
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Bild 9-1: Strecke (System, Prozess) in Zustandsdarstellung

Auf die Strecke wirkt die Anfangsstorung x (z,) = xo
ein. Sie ist normalerweise nicht bekannt. Bei allgemei-
nen Untersuchungen nimmt man deshalb an, dass sie
beliebig im Zustandsraum liegen kann. Die erste For-
derung an die zu entwerfende Regelung besteht dar-
in, die Wirkung dieser Anfangsstérung zu beseitigen
und so die Regelgrof3en aufihren Sollwerten zu halten.
Da die Anfangsstérung nicht bekannt ist, macht dies
eine Riickfithrung erforderlich, damit man so durch
die laufende Erfassung des Streckenverhaltens und
seines Vergleichs mit dem Sollverhalten geniigend In-
formation zur gezielten Beeinflussung der Strecke er-
hélt. Dies ist im vorliegenden Fall die ,regelungstech-
nische Grundsituation®, wie sie in Kapitel 1 geschil-
dert wurde: Forderung nach selbsttétiger gezielter Be-
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einflussung bei unvollstdndiger Systemkenntnis. Wie
stets erfordert sie eine Riickfiihrung.

Da die Strecke in Zustandsbeschreibung gegeben ist,
liegt es nahe, den Zustandsvektor x (¢) zuriickzufiih-
ren. Lasst man fiirs Erste seinen Sollverlauf auler
Acht, so ist der allgemeinste Ansatz fiir eine solche
Riickfithrung von der Form
u=—r(x(0),r) 9.3)
mit einer beliebigen Vektorfunktion r. Es ist unnétig,
zusétzliche Differentiationen und Integrationen des
Zustandsvektors in die Rickfiihrung aufzunehmen.
Ist ndmlich #; ein beliebiger Zeitpunkt, so héngt der
gesamte weitere Verlauf des Zustandsvektors x (¢) der
iber (9.3) riickgefiihrten Strecke allein von x(f;) ab,
nicht jedoch von irgendwelchen fritheren Werten von
x(t), wie sie in Ableitung und Integral ihren Nieder-
schlag finden. Daher gentigt es, den Steuervektor u
als Funktion von x allein (und eventuell der Zeit ¢) an-
zusetzen. Wenn nicht alle Zustandsvariablen zurtick-
gefiihrt werden oder Storgroflen zu beriicksichtigen
sind, gilt diese Argumentation jedoch nicht mehr.

Soll es sich um ein lineares Riickfithrungsgesetz han-
deln, so muss

u(r)=-R(t)x(1) 9.4
sein. Falls {iberdies noch Zeitinvarianz gefordert wird,
entsteht daraus das Riickfithrungsgesetz
u(t)=-Rx(1) 9.5)

mit einer konstanten (p, n)-Matrix R. Ausfiihrlich lau-
tet es:

u, =—(r11x1+r12x2+ +r1,,xn),

9.6)

Up=—(rmxi+rpaXo+ ... +pnXn),

wobei 1, die konstanten Eintrdge der Riickfithrma-
trix R sind. Es werden also die einzelnen Systemzu-
stinde proportional auf die SteuergréBen zuriickge-
fiihrt, weswegen wir (9.5) bzw. (9.6) als Zustandsriick-
fiihrung bezeichnen wollen. Die Struktur der damit
versehenen Strecke zeigt Bild 9-2 (wobei im Hinblick
auf die folgenden Betrachtungen das Riickfiihrgesetz
in der Form u = R(—x) verwendet wurde).

Fasst man die Gleichungen (9.1) und (9.5) zusammen,
so erhdlt man die Beziehung

x=(A-BR)x. 9.7)

U |x=Ax+Bu| Y
_ —
y=Cx
R |(p.n) x

b

Bild 9-2: Strecke mit Zustandsrickflhrung

Sie stellt die Differentialgleichung der zustandsriick-
gefiihrten Strecke in Bild 9-2 dar. Bezeichnet man de-
ren Trajektorie x (¢; ¢y, xo), die zum Zeitpunkt #, durch
die Anfangsstorung x, erzeugt wird, als Stortrajekto-
rie, so kann man die oben schon formulierte Forde-
rung an die zu bestimmende Regelung nunmehr als
Forderung I prazisieren:

Die Riickfiihrmatrix R ist so zu wdéhlen, dass be-
liebige Stortrajektorien der entsprechend Bild
9-2 zustandsriickgefiihrten Strecke fiir t — + o0
gegen Null streben.

(9.8)

Der Stabilitdtsdefinition in Abschnitt 8.4 zufolge hei3t
das:

R ist so zu wdéhlen, dass die hieriiber zustands-

riickgefiihrte Strecke asymptotisch stabil ist. 99)

Die angestrebte Zustandsregelung soll aber nicht nur
die Anfangsstérung ausregeln, sondern ganz dhnlich
wie die klassische Regelung einen gewiinschten Ver-
lauf der Ausgangsgrole sichern. Daher stellt man an
sie die Forderung II:

Der Ausgangsvektor (Vektor der RegelgrofSen)
y soll fiir t — 400 gegen den vorgegebenen
Fiihrungsvektor w streben.

(9.10)

Da w bekannt ist, kann diese Forderung durch ei-
ne Steuerungsmafnahme erreicht werden, die man
der Zustandsriickfithrung vorschaltet: Sie erzeugt aus
dem Fithrungsvektor w den Sollverlauf xs fiir den
Zustandsvektor sowie den zur Erzielung dieses Soll-
verlaufs im ungestorten Fall erforderlichen Steuervek-
tor us. Beschrankt man sich dabei auf Fiihrungsvek-
toren w, die fiir t — 400 gegen einen festen Wert w.,
streben oder einen solchen nach endlicher Zeit anneh-
men, und auf die Vorgabe des Sollverhaltens im einge-
schwungenen Zustand, so konnen die Sollverldaufe ge-
mal

Xs=Mw, us=M,w (9.11)

mit konstanten Matrizen M, und M, vom Typ (n,q)
bzw. (p, q) gebildet werden. Dies fiihrt auf die in Bild



9.1 Struktur einer Zustandsregelung und Problematik 323
9-3 dargestellte Struktur einer Zustandsregelung mit u=Mw —Rx, (9.15)
statischer Vorsteuerung.
wenn abkiirzend
Vor- Zustands-
steuerung regler ﬂ X, M=M,+ RM, (9.16)
—— ——
w U u | x=AxtBu| Y geschrieben wird. Ausgehend von dieser Form des
M, y=Cx e Stellgesetzes kann die Zustandsregelung aus Bild 9-3
Up _ auch gemal Bild 9-4 als Zustandsriickfiihrung mit sta-
».9) X tischem Vorfilter aufgebaut werden.
R |(pn)

= MX

e
(n,9)

Bild 9-3: Zustandsregelung mit statischer Vorsteuerung

Es wird nun tiber R nicht mehr wie bisher der Zu-
standsvektor x selbst, sondern vielmehr dessen Soll-
Istabweichung

ex=Xs—X (9.12)
(im Weiteren auch Zustandsdifferenz genannt) zu-
riickgefiihrt - und zwar mit dem Ziel, diese moglichst
zu Null abzubauen und so das tiber ug in Abhéin-
gigkeit von w vorgegebene Sollverhalten einzustellen.
Daher sprechen wir nunmehr von einer Zustandsrege-
lung und bezeichnen den durch
up=R(xs—x)=Rey (9.13)
gegebenen proportionalen Zusammenhang als Zu-
standsregler oder kurz als Regler; dieser stellt offen-
sichtlich eine Verallgemeinerung des klassischen P-
Reglers dar. Dem Zustandsregler vorgeschaltet ist die
durch Gleichung (9.11) beschriebene Steuereinrich-
tung zur Erzeugung der Sollverldufe aus dem Fiih-
rungsvektor w, die dementsprechend als Vorsteue-
rung bezeichnet wird. Letztlich beaufschlagt wird die
Strecke mit
u=us+ug, (9.14)
also der additiven Uberlagerung der Anteile von Vor-
steuerung und Regler.

Setzt man die Gleichungen (9.11), (9.13) fiir Vorsteue-
rung und Regler in das Stellgesetz (9.14) ein, so folgt

u=M,w+R(M,w—x)
:(Mu +BMx)LU _BLC

oder

Zustands-
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Bild 9-4: Aufbau einer Zustandsregelung als Zustandsrickfiih-
rung mit Vorfilter

Bei Wahl der (p, q)- Vorfiltermatrix M entsprechend
Gleichung (9.16) verhalten sich beide Strukturen iden-
tisch, d. h. auf die gleiche Anregung w und x, rea-
gieren beide Strukturen mit den gleichen Antworten
fir x und y. Jedoch fehlt in Bild 9-4 ein Soll-Istwert-
Vergleich und mithin ein wesentliches Strukturele-
ment einer Regelung, denn die Ausgangsgroe u r des
Vorfilters stellt hier im Allgemeinen keinen Sollverlauf
dar, dem der Reglerausgang moglichst folgen soll.?
Dartiber hinaus ist die Vorfiltermatrix M tiber Glei-
chung (9.16) offensichtlich abhdngig vom Zustands-
regler R, wahrend die Vorsteuermatrizen M, und M,
- wie der nédchste Abschnitt zeigen wird — allein auf
Basis der Streckenzustandsgleichungen und somit un-
abhédngig vom Zustandsregler R entworfen werden
kénnen. Zudem lésst sich die Regelungsstruktur mit
statischer Vorsteuerung nach Bild 9-3 geradlinig auf
den dynamischen Fall und damit die Mdoglichkeit der
getrennten Einstellung von Fiihrungs- und Storver-
halten im Sinne einer Zwei-Freiheitsgrade-Regelung
erweitern (siehe Abschnitt 9.2). Im Hinblick auf die-

2 Man betrachte eine gem@® Forderung I und II entworfene
Regelung und nehme an, ur sei Sollverlauf fiir den Regler-
ausgang. Dann miissten beide zumindest im eingeschwun-
genen Zustand iibereinstimmen, also u ~, = 0 gelten. Bei Stre-
cken mit reguldrer A-Matrix hétte dies Xoo = —A"'B oo =0
und somit auch y = Cx = 0 zur Folge. Forderung II wé-
re somit fiir alle Fithrungsgroen-Stationdrwerte wq, 7 0 ver-
letzt, das heil3t: Die Annahme, ur sei Sollverlauf, fiithrt hier
in der Regel auf einen Widerspruch und ist daher im Allge-
meinen nicht zutreffend.
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se Sachverhalte empfiehlt es sich, dem Entwurf von
Zustandsregelungen deren Aufbau als Zustandsregler
mit Vorsteuerung gemdfs Bild 9-3 zugrunde zu legen
- und nicht den bislang in der regelungstechnischen
Literatur fast ausschlieBlich gebrduchlichen Aufbau
nach Bild 9-4. Der Ubergang in diese herkémmliche
Darstellung ist allerdings mit Hilfe der Vorfilterglei-
chung (9.16) jederzeit moglich.

Vergegenwértigen wir uns abschliefend die charakte-
ristischen Merkmale der im Weiteren zu entwerfen-
den Regelungsstruktur!

(I) Zunéchst ist festzuhalten, dass es sich um eine
Regelung ganz im klassischen Sinne handelt. Der Zu-
standsvektor wird als RegelgroRe laufend erfasst, mit
seinem Sollverlauf verglichen und die sich ergebende
Differenz zur Ansteuerung des Reglers verwendet, der
diese Soll-Istabweichung mdglichst zu Null abbauen
soll.

Genau wie bei der klassischen Regelung kommt es
auch bei der Zustandsregelung auf das Fiihrungs- und
Storverhalten an.

(I) Im Zustandsregler up = R(xs — x) benotigt man
den gesamten Zustandsvektor, wenn man den Regler
etwa durch eine elektronische Schaltung oder einen
Rechneralgorithmus realisieren will. Nun wird man
aber die Zustandsvariablen nur in Ausnahmefillen
samtlich messtechnisch erfassen, wihrend dies im
Allgemeinen viel zu aufwendig ist. Daher ist es not-
wendig, aus den Messgrofen des Systems den gesam-
ten Zustandsvektor zumindest ndherungsweise zu re-
konstruieren. Dies leistet ein dynamisches System,
das nach seinem Erfinder Luenberger-Beobachter ge-
nannt und im vorletzten Abschnitt dieses Kapitels be-
handelt wird.

(II1) Auf die Zustandsregelung in Bild 9-3 wirkt als Stor-
einfluss nur die Anfangsstorung x(t,) = X, ein, aber
keine langer dauernde Stérgrof3e, wie man sie von der
klassischen Regelung her gewohnt ist und wie sie in
der Realitét in der Tat auftritt.

Dies ist ein wirklichkeitsfremder Zug in der urspriing-
lichen Form der Zustandsmethodik, der ihre Herkunft
aus der Differentialgleichungstheorie verrit. Er kann
auf verschiedene Weise beseitigt werden, wie im letz-
ten Abschnitt dieses Kapitels gezeigt wird.

Vorldufig stiitzen wir uns aber auf die Struktur der Zu-
standsregelung in Bild 9-3 und haben nun die Regler-
matrix R sowie die Vorsteuermatrizen M,, und M, ent-
sprechend den Forderungen I und II an die Regelung
zu bestimmen. Das Hauptproblem besteht in der ge-
eigneten Bestimmung von R. Hierfiir werden drei ver-
schiedenartige Vorgehensweisen beschrieben:

- Polvorgabe oder Eigenwertvorgabe (Abschnitt 9.3),

+ Minimierung eines quadratischen GiitemaQes (Ab-
schnitt 9.4),

- Entkopplung nach Falb und Wolovich (Abschnitt
9.5).

Eine vierte Vorgehensweise ist der Entwurf auf endli-
che Einstellzeit (,dead beat response“). Da er von Na-
tur aus direkt mit Abtastsystemen (zeitdiskreten Sys-
temen) verkniipft ist, soll er in diesem Buch nicht be-
handelt werden (siehe etwa [9.1], Abschnitt 7.5). Er
héngt mit dem Verfahren der Polvorgabe zusammen,
wird aber durch dieses nicht abgedeckt, da z. B. auch
ein zeitoptimaler Entwurf, der nichts mit Polvorgabe
zu tun hat, ein besonderer Entwurf auf endliche Ein-
stellzeit ist.

Bevor wir uns an die Bestimmung des Reglers bege-
ben, sei im ndchsten Abschnitt die Berechnung der
Vorsteuerung vorausgeschickt, da sie (besonders fiir
die hier betrachtete Klasse von Fiihrungsvektoren w
mit festem Endwert w,,) erheblich einfacher zu erle-
digen ist.

9.2 Entwurf der Vorsteuerung

Aus Bild 9-3 liest man fiir die Zustandsregelung mit
statischer Vorsteuerung folgende Gleichungen ab:

X=Ax+Bu, x(t)=xo,
y=Cx,

U=us+u,
us=M, w,

Zum Vorsteuerungsentwurf betrachten wir die unge-
storte Strecke (xo = 0) und nehmen an, wir hétten eine
Vorsteuerung, die dieser Strecke das geforderte Soll-
verhalten y = w sowie x = x5 verleiht. Es gilt dann
ug =0 und folglich u = us, so dass das Sollverhalten
beschrieben wird durch

,s:AlCS‘i'EHSy
w=Cxs

mit

us=M, w,
Xs=M,w.

Legt man nun den hiufig vorkommenden Fall zugrun-
de, dass der Fiihrungsvektor w einen konstanten Wert



