Mehr Informationen zum Titel

1 Einfiihrung in die Regelungstechnik
1.1 Steuerungen und Regelungen

Technische Systeme sollen héufig so beeinflusst werden, dass bestimmte zeitveridnderliche Systemgrof3en
ein vorgeschriebenes Verhalten aufweisen. In einfachen Fillen sollen technische GroBen konstant gehalten
werden, obwohl auf das System Storungen einwirken. Diese Aufgaben sind im Allgemeinen mit Regelun-
gen oder Steuerungen losbar. Beide Methoden werden im Weiteren erklirt und miteinander verglichen.

Unter einer Regelung versteht man einen Vorgang, bei dem eine Grofle, die Regelgrofie, fortlaufend
gemessen wird und mit einer anderen GroBe, der FiihrungsgrofBie, verglichen wird. Mit dem Vergleichs-
ergebnis wird die Regelgroe so beeinflusst, dass sich die Regelgrofle der FithrungsgroBe angleicht.

Der sich ergebende Wirkungsablauf findet in einem geschlossenen Kreis, dem Regelkreis, statt.

Bei dieser Definition ist wichtig, dass bei Regelungen die Regelgrofe fortlaufend gemessen und verglichen
wird. Mit dem Vergleichsergebnis wird die Regelgro3e beeinflusst. Haufig lisst sich ein vorgeschriebenes
Verhalten einer Grée auch mithilfe von anderen GroBen einstellen. Solche Einrichtungen werden als
Steuerungen bezeichnet.

Beispiel 1.1-1: Steuerung der Innentemperatur 7; eines Raumes in Abhingigkeit von der Auflentempe-
ratur 7,. Ein Steuerelement steuert die Energiezufuhr fiir den zu heizenden Raum in Abhingigkeit von der
jeweiligen Aullentemperatur 7;.

Wirme-, Ventil, zu heizender AuBen-
Elektrizi- Thyristor, Raum mit 7 T, | temperatur-
tatsquelle Schalter Heizkorper messer
Steuerelement M Mess-
wandler

Bild 1.1-1: Technologieschema einer Temperatursteuerung

Das technische System ist eine Steuerung, da die einzustellende GroBe, die Innentemperatur 7;, nicht
gemessen wird. Die Raumtemperatur 7; wird in Abhédngigkeit von der Aulentemperatur 7,, der wichtigsten
Einfluss- oder Storgrofle in einem Heizungssystem, gesteuert. Das Kennzeichen einer Steuerung ist der
offene Wirkungsweg, die Innentemperatur hat auf die Auentemperatur und damit auf die Verstellung der
Energiezufuhr keinen Einfluss. Der offene Wirkungsweg wird auch als offene Steuerkette bezeichnet.

Beispiel 1.1-2: Regelung der Innentemperatur mit Vorgabe einer Solltemperatur. Wird die Energiezufuhr
in Abhéngigkeit von der Differenz der Solltemperatur 7; und der Innentemperatur 7; eingestellt, so ergibt
sich eine Regelung. Bei Regelungen ist der Wirkungsweg geschlossen, die Anordnung wird als geschlosse-
ner Regelkreis bezeichnet.
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Wirme-, Ventil, zu heizender Innen-
Elektrizi- Thyristor, Raum mit I temperatur-
tatsquelle Schalter Heizkorper messer
Vergleicher Mess-
M
und Regler wandler
Sollwert- T
geber

Bild 1.1-2: Technologieschema einer Temperaturregelung

Merkmale und Eigenschaften von Steuerungen und Regelungen sind in Tabelle 1.1-1 zusammengefasst:

Tabelle 1.1-1: Merkmale von Regelungen und Steuerungen

Kennzeichen

Regelung

Steuerung

Wirkungsweg:

geschlossen (Regelkreis)

offen (Steuerkette)

Messung und Vergleich der

einzustellenden Grof3e:

Zu regelnde GroBe wird gemessen
und verglichen.

Zu steuernde GroBe wird nicht ge-
messen und verglichen.

Reaktion auf Storungen

(allgemein):

Wirkt allen Stérungen entgegen, die
an dem zu regelnden System an-
greifen.

Reagiert nur auf Stérungen, die ge-
messen und in der Steuerung verar-
beitet werden.

Reaktion auf Stérungen

(zeitlich):

Reagiert erst dann, wenn die Dif-
ferenz von Soll- und Istwert sich
andert.

Reagiert schnell, da die Storung di-
rekt gemessen wird.

Technischer Aufwand:

Geringer Aufwand: Messung der
zu regelnden GroBe, Soll-Istwert-
Vergleich, Leistungsverstiarkung.

Hoher Aufwand, wenn viele Storun-
gen beriicksichtigt werden miissen,
geringer Aufwand, wenn keine Sto-
rungen auftreten.

Verhalten bei instabilen

Systemen:

Bel instabilen Systemen miissen
Regelungen eingesetzt werden.

Steuerungen sind bei instabilen Sys-
temen unbrauchbar.

Steuerungen beriicksichtigen nicht alle storenden Einfliisse (Storgroflen). Im einfithrenden Beispiel werden
nur Anderungen der AuBentemperatur beriicksichtigt, nicht jedoch Stérungen der Energiezufuhr. Steuerun-
gen konnen meist schneller auf Storungen reagieren. Sinkt die Auflentemperatur, so greift die Steuerung
bereits ein, bevor die Storung die Innentemperatur verringert.

1.2 Begriffe der Regelungstechnik

Ziel von technischen Regelungen ist die Verbesserung des zeitlichen Verhaltens von physikalischen Grof3en,
zum Beispiel Spannung, Leistung, Drehzahl, Druck, Temperatur.

Die Regelstrecke ist der Teil eines technischen Systems, der beeinflusst werden soll. Im Beispiel von
Abschnitt 1.1 besteht die Regelstrecke aus Heizkorper und dem zu heizenden Raum. Eingangsgrofle der
Regelstrecke ist die StellgroBe y (zugefithrte Wirmeleistung), die zu regelnde GroBe heilit RegelgroBe x
und entspricht hier der Temperatur.
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StorgroBle z

Storort
Stellgrofle y Regelgrofle x

Regelstrecke -

Stellort Messort Bild 1.2-1: Regelstrecke mit
Ein- und Ausgangsgrofien

Die Regelgrofe x (Istwert) wird am Messort erfasst und mit der FiihrungsgroBe w (Sollwert) durch
Differenzbildung verglichen. Die Fiihrungsgrée wird der Regelung von au3en vorgegeben, die Regelgrofie
soll der Vorgabe der Fiithrungsgrofe folgen. Die Differenz

e=w-—X

wird als Regeldifferenz bezeichnet. Storungen werden mit z bezeichnet, sie greifen an Stororten an
und beeinflussen die RegelgroBle x. Eine wichtige Aufgabe der Regelung ist, den Einfluss der Storgrofen
auf die Regelgrole zu unterdriicken. Tritt aufgrund einer Storung eine Verringerung der Regelgrofle x
auf, so bewirkt die Vorzeichenumkehr der Regelgrole x in der Gleichung ¢ = w — x eine Erhohung
der Regeldifferenz e. Die Regeldifferenz wird verstirkt und erzeugt iiber eine Leistungserhohung eine
Gegenwirkung (Gegenkopplung) gegen auftretende Storungen.

Die Regeldifferenz e ist die Eingangsgrof3e des Reglers. Der Regler verstiarkt die Regeldifferenz. Seine
Ausgangsgrofle wird mit Reglerausgangsgrofie yr bezeichnet. Im Allgemeinen wird die Reglerausgangs-
grole yr auf einen Leistungsverstirker, die Stelleinrichtung gegeben. Die Ausgangsgrofie der Stellein-
richtung, die StellgroBe y wirkt am Stellort auf die Regelstrecke. Zwischen Stellort und Messort liegt die
Regelstrecke.

Zwischen Messort und Stellort liegt die Regeleinrichtung. Die Regeleinrichtung besteht aus Mess-
einrichtung, Vergleicher, Regler (Regelverstirker) und Stelleinrichtung. Alle Gerite, mit Ausnahme der
Regelstrecke, bilden die Regeleinrichtung.

Die Regelstrecke wird durch Festlegung von Stellort und Messort abgegrenzt. Fiir die Untersuchung des
regelungstechnischen Verhaltens empfiehlt sich folgende Vereinbarung.

Alle durch Konstruktion und Anlagenkonzept vorgegebenen, nicht verdnderbaren Teile des Regelungs-
systems sollten zur Regelstrecke gerechnet werden. Die regelungstechnischen Untersuchungen beziehen
sich dann auf die Eigenschaften von Reglern, die wihlbar oder einstellbar (Struktur und Parameter) sind
und bei der Reglersynthese bestimmt werden miissen.

Stor- |2
P T T T s e e s s s s e s e = = = bl ort
%ﬂw ‘ Ver- ¢ Regler o Stellein- J ’ Regel- !
.| gleicher richtung 'Stell-| strecke Mess-
| jort ort
| |
| |
| |
! Messein- !
! o richtung !
I Regeleinrichtung \

Bild 1.2-2: Regelungstechnische Elemente und Begriffe

Im Einfiihrungsbeispiel wird die Regelstrecke aus Heizkorper und zu heizendem Raum gebildet, die
RegelgroBe ist die Innentemperatur. Die Ausgangsgrofle des Reglers wirkt auf die Stelleinrichtung. Das ist
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im Allgemeinen ein Leistungsverstirker: thyristorgesteuerter Leistungssteller, Schalter zur Beeinflussung
der elektrischen Leistung oder Ventil zur Einstellung des Warmestroms.

Uber eine Messeinrichtung, zum Beispiel eine Temperaturmessbriicke, wird die RegelgroBe gemessen und
dem Vergleicher zugefiihrt. Die Fithrungsgrofe (Solltemperatur) kann mit einem Spannungsteiler eingestellt
werden.

Beispiel 1.2-1: Wirkungsweise einer Drehzahlregelung

Fiir die Drehzahlregelung eines Gleichstrommotors ist ein Technologieschema angegeben. Ein Technolo-
gieschema enthélt die wichtigsten geritetechnischen Elemente einer Steuerung oder Regelung und gibt
einen Uberblick iiber die Funktionsweise.

Sollwertgeber
U U Regelstrecke Messeinrichtung
™ | Vergleicher | " | Stellein-
gleicher ellein
und Regler richtung
nW
U

Bild 1.2-3: Technologieschema einer Drehzahlregelung

Die Wirkungsweise der Drehzahlregelung wird fiir den Fall einer Laststorung M, untersucht. Die Regel-
grofle Drehzahl n, eines Elektromotors M soll konstant gehalten werden. Die Drehzahl wird mit einem
Tachogenerator TG gemessen, der eine drehzahlproportionale Spannung U,,, erzeugt:

Unx :KT'I’lx.

Kr ist die Tachogeneratorkonstante mit der Einheit mV/ min_'. Die FithrungsgroBe U, wird mit einem
Spannungsteiler als Sollwertgeber eingestellt. Dabei entspricht einem Drehwinkel des Spannungsteilers ein
bestimmter Wert der Fithrungsgrole (Solldrehzahl) n,,. Der Vergleicher bildet die Differenz der Spannun-
gen, dabei entsteht eine der Regeldifferenz proportionale Spannung

U. = Uy — Uy,
die mit der Reglerverstiarkung Ky verstirkt wird:
UyR =Kr - U, = Kr - (Unyy — Uny).

Die Reglerausgangsgrofle Uyr kann im Allgemeinen die vom Motor bendtigte Leistung nicht liefern. Die
Stelleinrichtung verstérkt die Leistung, der Spannungsverstirkungsfaktor soll hier Eins betragen:

Uy - UyR-

Die StellgroBe U, ist die Ankerspannung des Motors und erzeugt einen Ankerstrom 7, der ein Antriebsmo-
ment My bildet. Die Drehzahl ist von Ankerspannung U, und Lastmoment M, abhéngig:

ny = f(UyaMz)-

Wesentliche StorgroBe ist hier das Lastmoment M, dessen VergroBerung ein Absinken der Drehzahl n,
bewirkt. Die Wirkungsweise der Regelung wird fiir eine Laststorung M, angegeben, wobei die Erhohung
einer GroB3e durch +, die Verringerung durch — gekennzeichnet wird:
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StorgroBe M, — +, RegelgroBe n, = f(U,,M;) — —, .
zuriickgefiihrte GroBe U,, = Kt - n, — —, FiihrungsgroBe U,,, — Kkonstant,

zur Regeldifferenz proportionale GroBBe U, = Uy, — U,y — +,

ReglerausgangsgroBe Uyg = Kg - U, — +, StellgroBe Uy = Ur — +,

Ankerstrom Iy = f(U,) — +, Antriecbsmoment My = f(Ip) — +,

RegelgroBe n, = f(U,,M;) — +.

Diese Regelungsstruktur wird allgemein bei Drehzahlregelungen eingesetzt. Fiir viele Antriebsprobleme
bildet sie die Grundlage der Realisierung: Antriebe fiir Fordereinrichtungen, Hauptantriebe bei numerisch
gesteuerten Werkzeugmaschinen, Achsantriebe fiir Industrieroboter.



2 Hilfsmittel zur Darstellung von
regelungstechnischen Strukturen

2.1 Wirkungs- oder Signalflusspliine

Bei der Entwicklung von Regelungs- und Steuerungssystemen wird zur Beschreibung zunéchst ein Techno-
logieschema verwendet. Das Technologieschema zeigt nur die prinzipielle Wirkungsweise der Systeme.
Zur Berechnung ist es notig, die physikalischen Vorgédnge in Gerédten und Anlagen der Regelungstechnik
mathematisch zu formulieren, ein mathematisches Modell zu bilden.

Ein Hilfsmittel zur Darstellung sind Wirkungs- oder Signalflusspliine. Dabei geht man von einem Uber-
tragungssystem aus, das schematisch als Ubertragungsblock dargestellt wird.

Xel 8 Xal
Ubertragungs-

Xe2 gung Xa2

. system .

Xem Xaj(1) = f(xei(1)) Xan

Bild 2.1-1: Ubertragungssystem

Hierbei sind x; (i = 1, ...,m) Eingangsgrofen und x,; (j = 1, ...,n) Ausgangsgrofen. Die Ein- und
Ausgangsgrofen konnen sein

o Zeitfunktionen x.(¢), x,(t),

e harmonische Funktionen (Frequenzgangfunktionen) x.(j®), x,(j®),

e LAPLACE-transformierte Zeitfunktionen x.(s), x,(s),
e z-transformierte Zeitfunktionen x.(z), x,(z).

Systeme mit mehreren Ein- und Ausgangssignalen werden als Mehrfachsysteme bezeichnet. Zur Analyse
und Berechnung werden die Mehrfachsysteme zerlegt in

o Einfachsysteme oder Ubertragungsblocke (Systeme mit einer Ein- und einer Ausgangsgrofe) und
¢ Verkniipfungselemente, die mehrere GroBen (Signale) zusammenfassen.

Mit den Ubertragungsblocken, fiir Elemente des Regelkreises gibt es Ubertragungssymbole, werden die
Kausalzusammenhiinge durch Verkniipfung der Eingangs- und Ausgangsgroflen dargestellt. Die dabei
entstehende Darstellung wird Wirkungs- oder Signalflussplan genannt.

2.2 Elemente des Wirkungs- oder Signalflussplans
2.2.1 Ubertragungsblock und Wirkungslinie

Die wirkungsméBige (kausale) Abhéingigkeit der Ausgangsgrofle von der Eingangsgréfe wird durch einen
Ubertragungsblock (Rechteck) gekennzeichnet. An den Ubertragungsblock wird fiir jedes Signal eine
Wirkungslinie gezeichnet, wobei die Pfeilspitze die Wirkungsrichtung angibt:

e hinweisender Pfeil: Eingangsgrofe,
o wegweisender Pfeil: Ausgangsgrofle.

Xe Xa

_ —

Bild 2.2-1: Ubertragungsblock
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Das Verhalten eines Ubertragungsblocks wird angegeben mit der

Frequenzgangfunktion: Ubertragungsfunktion des

Beispiel 2.2-1:

Widerstand-Kondensator-Schaltung
(RC-Element)

Die Spannung wird von u, = 0 auf u,, erhoht:

Ue(t) = R - i(t) + uy(1) ,

. du,(?)
1)=0C- ,
i(t) i
T'=R-C,
du,(1)
T - T Uy (1) = ue(?).

Differenzialgleichung fiir das allgemeine Zeitverhalten des Ubertragungssystems,
Sprungantwort: Reaktion des Systems bei plotzlicher Anderung der EingangsgroBe,

Systems bei harmonischen Eingangsfunktionen,

Ubertragungsfunktion fiir LAPLACE-transformierte Eingangsgrofen,
Ubertragungsfunktion fiir z-transformierte EingangsgroBen.

Elektrisches und mechanisches Verzogerungselement

Feder-Dampfer-Element

E?

g se
Ct

Ik

Die Position wird von s, = 0 auf sy verdndert:

ds,
e fh@ = ¢ (selt) — 5a(0),
Tk dsdaz(t) + cp - sa(t) = ¢+ 5e(t),
T\ = r/cy,

T dﬁ‘f) + 5:(0) = 520,

Differenzialgleichung, Sprungantwortfunktion, Frequenzgang- und Ubertragungsfunktion der Elemente

haben gleiche Struktur (siehe Kapitel 3):

Differenzialgleichung

Xe (t ) d Xa xa(t )
T - i FXg =X [~
Sprungantwortfunktion
1 T
Ordinate x,(t)
)&. Xa(t) Abszisse t
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Frequenzgangfunktion
xe(jo) 1 Xa(j @)
1+ jo-T

LAPLACE-Ubertragungsfunktion

Xe () 1 Xa(s)
1 + T1 N}

Die Sprungantwortfunktion gibt den Verlauf der Ausgangsgrofe x,(¢) bei sprungformiger Veranderung der
EingangsgroBe x.(7) an. Fiir das hier angegebene Element mit der Differenzialgleichung I. Ordnung lautet
sie:

X)) = xe0 - (1 — /Ty, x.(t) = xe0 fir 7>0

Nichtlineare Systeme konnen ebenfalls in Signalflussplidnen dargestellt werden.

Steuergleichung

U I
[=k-U* |—

stationdre Kennlinie

Xe Xa | Xa
| Xe

Mit der obenstehenden Kennlinie wird das stationédre Verhalten eines Verstirkers mit Begrenzung beschrie-
ben.

2.2.2 Verkniipfungselemente

Mit Verkniipfungselementen werden Ubertragungsblocke verbunden. Folgende Verkniipfungen sind ge-
briuchlich:

Verzweigung,
Summation, Inversion,
Multiplikation,
Division.

Verzweigungselement: Das Signal verzweigt sich. Jede der Ausgangsgroflen ist gleich der Eingangs-
grofe.

Xa(1)

Xa(1) Xa(1) = xe(2) -

xe(?)
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e Summationselement: Die ankommenden Groen werden unter Beriicksichtigung der Vorzeichen zu
einer abgehenden Groe zusammengefasst. Pluszeichen konnen weggelassen werden, das Minuszeichen
ist anzugeben.

Xel (t )
Xeo(1) - Xa(t) = —Xe1 (1) + xea (1) + xe3(1)
+
Xe3(1) *
e Inversionsstelle:
xe(t) — xa(t) - _xe(t)

e Multiplikationsstelle:

xer (1) >‘< 30) = X1 (1) - x(0)
Xea(?) f

o Divisionsstelle:
Xt (1) = ) = w0l
Xea(1) ?

Die Wirkungslinien sind stets gerichtet. Es gibt keine Riickwirkungen tiber die Wirkungslinien, ebenso
werden die Ubertragungsblocke riickwirkungsfrei angenommen. Vorhandene Riickwirkungen miissen durch
Wirkungslinien dargestellt werden.

Beispiel 2.2-2: Folgende Gleichungen sind durch Signalflusspldne darzustellen.
a) Regelstreckengleichung mit zwei StorgroBen z;,z,. Die Versorgungsstorgrofie z; vermindert die Ein-
gangsleistung der Regelstrecke, z; als Laststorgrof3e verringert direkt die Regelgrofie x.

x=5-0-z2)-32

21 22

b) Integrierende und differenzierende Elemente:

X, (f) = % : / (1) di
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Xe(1) 1 Xa(1)
T S ———
wi) = 1 T
x(0) ()
T %

Gleichungen, die Integrationen oder Differenziationen enthalten, werden im Allgemeinen durch Sprung-
antwort, Frequenzgangfunktion oder Ubertragungsfunktion dargestellt (Kapitel 3).

c) Gleichung fiir die elektrische Leistung P:

P=U-I

U : »
>

! f

d) Zusammenhang zwischen Kraft F', Beschleunigung a und Weg s bei einer Masse m:

a(t) = % v(t):/a(t) dr, s(t):/v(t) dr.

F() a(t) u(t) s(1)

1
m

e) Gleichungen eines Regelkreises mit Proportional-Elementen:

e=w—x, y=Kr-e, x=Kgs-)y.

w e y X
Kz Ks

Regler Regelstrecke

Bei den Gleichungen fiir die Ubertragungselemente der Regelungstechnik gilt folgende Vereinbarung:
Links steht die Ausgangsgrofle des Elements, rechts stehen die Eingangsgrofen.

2.3 Einfache Signalflussstrukturen und Vereinfachungsregeln
2.3.1 Anwendung der Wirkungs- oder Signalflusspliine

Die im Folgenden angegebenen Vereinfachungs- und Umformungsregeln fiir Signalflussstrukturen gelten
fiir Regelkreise, die mit

Proportional-Elementen,

Frequenzgangfunktionen,

LAPLACE-Ubertragungsfunktionen,

z-Ubertragungsfunktionen
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dargestellt werden konnen. Der wichtigste Vorteil ist dabei, dass sich die Ausgangsgro3e durch Multiplika-
tion mit der Eingangsgrofe ergibt. Die Vereinfachungs- und Umformungsregeln werden in den folgenden
Beispielen auf Proportional-Elemente ohne Verzogerung angewendet.

2.3.2 Kettenstruktur

Die Reihenschaltung von mehreren Ubertragungsblocken lisst sich durch einen Ubertragungsblock darstel-
len.

Xe Xa
— K K, K3

K - xe K- K; - xe K- K- Ks-x.

Der resultierende Ubertragungsfaktor einer Kettenstruktur ergibt sich durch Multiplikation der einzelnen
Ubertragungsfaktoren.

Xa:Kl'KZ'K3'Xe:K‘Xe, K:KI'KZ'Kg.

2.3.3 Parallelstruktur

Die Parallelschaltung mehrerer Blocke kann durch einen Ubertragungsblock ersetzt werden.

Xe K K - x.
+
Xe Xe K2 K2 * Xe Xa
+
Xe K Ks - x.

Der resultierende Ubertragungsfaktor einer Parallelstruktur ergibt sich aus der Summation der einzelnen
Ubertragungsfaktoren, wobei die Vorzeichen der einzelnen Eingangsgrof3en am Summationspunkt beriick-
sichtigt werden miissen.

X, =K —K+K3)-x., xq=K-x., K=K, —K,+Kj.

Beispiel 2.3-1:  Beispiel aus der Elektrotechnik

Berechnung des Frequenzgangs einer Reihenschaltung von zwei riickwirkungsfreien (entkoppelten) Verzo-
gerungselementen. Riickwirkungsfrei heif3t, dass eine Belastungsdnderung des Ausgangs keine Riickwir-
kung auf das vorige Ubertragungselement hat. In dem Beispiel wird bei Belastungsinderung, zum Beispiel
Kurzschluss der Ausgangsspannung u,, die Spannung u,; nicht verdndert.

R1 | RZ
o—{ 1 b — o
ue(t) a | juam \Mez(t) G| (1)
(o, O

Der Verstirker soll ndherungsweise ideal sein: Eingangswiderstand R; — oo, Ausgangswiderstand R, — 0,
Verstirkung K = 1. Die Ausgangsgrofle des Systems erhilt man durch Losen einer Differenzialgleichung
oder durch Multiplikation der transformierten Eingangsgrole mit der Frequenzgang- oder LAPLACE-
Ubertragungsfunktion. Die einzelnen Ubertragungsblocke werden hier mit Frequenzgangfunktionen im
Signalflussplan dargestellt.
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I/te(j(U) Fl(]a)) ua](jw) FK(](()) ueZ(jw) Fz(]a)) ua(jw)

Die Frequenzgangfunktion ist der Quotient von Ausgangsgrofle durch Eingangsgrofe bei einer harmoni-
schen Eingangsgrofe. Mit der Spannungsteilerregel ergibt sich:

Fitiw) = ua(jo) _ 1/jeC 1 _ 1
! u(jo) R +1/joC; 1+ joR -C; 1+ joT’
, u,(jo) 1/joC 1 1
R(jo) = J o /J 2 . _

Uo(jo) Ry +1/joC, 1+ joR,-C, 1+ joTh’
mit den Zeitkonstanten 77 = R; - C;, T> = R, - C,. Fiir den Verstirker ist:

ueZ(jw) _
Ua1 (jO)

F(jw) = 1.

Die Reihenschaltung von mehreren Ubertragungsblocken lisst sich durch einen Ubertragungsblock erset-
zen:

u(jo) _
Uu(jo)

F(jo) = F(jo) - Kk(jo) - F(jo)

1 1
(4 joT) -1+ joh) 1+ jo-(T1+D)+ (o)? T T

Folgende Wirkungspline sind mit der Reihenschaltung der drei Elemente gleichwertig:

u.(jw) u,(jw)
F(jo) ———

u(jw) 1 u,(jo)
(I+joT) -1+ joT))

Bei folgendem Beispiel ist die Riickwirkungsfreiheit nicht gegeben. Eine Anderung der Belastung und damit
von u, wirkt auf u,; zuriick. Der Frequenzgang des Systems kann daher nicht aus zwei Einzelfrequenzgén-
gen zusammengesetzt werden.

R, () ir(1) R,
. 1 ')
vy (0

ue(t) C‘l lual(t) CZ ua(t)

O O

Mit den KIRCHHOFFschen Sitzen lésst sich das folgende Signalflussbild entwickeln, in das die Riickwir-
kungen eingezeichnet sind.

I/R, 1/C, 1/R, 1/C,

= LN uauf s [
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Die Berechnung der Frequenzgangfunktion ergibt hier:
, Ua(j) 1
F(jo)= 120 — — ,
u(jo) 1+ jo- (T +T+To)+ (o) T - T

mit den Zeitkonstanten 77 = R; - Cy, T, = R, - C; und der Kopplungszeitkonstanten 7}, = R; - C,. Folgende
Wirkungspline sind gleichwertig:

ue(ja)) ua(jw)
F(jo)

ue(jw) 1 ua(jw)
l+jo- (1 +Th+ T+ (o)? T - T,

Beispiel 2.3-2:  Beispiel aus der Verfahrenstechnik
Das Zwei-Speicher-Drucksystem hat das gleiche Verhalten wie die oben dargestellte Reihenschaltung von
zweil RC-Elementen.

Pa1 Pa
C C
W V! W, v Bild 2.3-1:
d L] L . .
Pe — — Zwei-Speicher-Drucksystem

Die Rohrleitungen bilden die Stromungswiderstinde W;, W,, die unter anderem von den Abmessungen der
Leitungen abhingen. Die Speicherkapazititen C,; und C,, werden im Wesentlichen durch die Volumen
der Druckbehilter bestimmt. In beide Kenngroflen gehen zusétzlich die Eigenschaften des Gases ein. Die
Berechnungen ergeben dhnliche Frequenzgangfunktionen:

pa(jo) _ 1
pe(jo) 1+ jo- (T +Th+Tn)+ (o2 T-T’

mit den Zeitkonstanten 77 = W, - Cyy, T, = W, - C; und der Kopplungszeitkonstanten 71, = W - Cy»,.

F(jo) =

Die Wirkungsplidne entsprechen sich.

pe(jo) pa(jo)
F(jo)

pe(ja)) 1 pa(ja))
l+jo- i+ T+ T+ (o)? - T - T

234 Kreisstrukturen
2341 Struktur mit indirekter Gegenkopplung

Im Riickfiihrungszweig des Signalflussplans liegt ein Ubertragungsblock mit dem Faktor Ky, die Fiihrungs-
grofBe w wird direkt mit dem Signal x - Ky, verglichen. Eine solche Struktur tritt beispielsweise bei X-Y-
Schreibern zur Aufzeichnung von Spannungsverldufen auf. Fiihrungsgrée w (Spannung) und Regelgrofie
x (Position des Schreibstiftes) haben nicht dieselbe Einheit.
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X'KM

Kyv

Bild 2.3-2: Regelkreisstruktur (indirekte Gegenkopplung)

Kg, Ks, Ky sind Ubertragungsfaktoren von Regler, Regelstrecke und Messeinrichtung. Die Berechnung des
Ubertragungsverhaltens gliedert sich in folgende Schritte: Die Regelkreisgleichung wird gebildet, indem
ein Umlauf im Regelkreis durchgefiihrt wird. Dabei entsteht die Regelkreisgleichung, deren Variablen
separiert werden. Dann lisst sich die Ubertragungs- oder Frequenzgangfunktion bilden.

X:KR'KS'(W—X'KM), X'(1+KM'KR'K5):W'KR'KS

KR'KS X KR'KS
X = w=K-w, K=-=
1+KMKRKS w 1+KM'KR'KS
w Kr - K X
1+ Ky - Kg - Ks

2.34.2 Struktur mit direkter Gegenkopplung

Die meisten einschleifigen Regelkreise lassen sich mit der Regelkreisstruktur mit direkter Gegenkopplung
darstellen.

w y X

—T— Kx Ks

Bild 2.3-3: Regelkreisstruktur (direkte Gegenkopplung)

Kg, Ks sind die Ubertragungsfaktoren von Regler und Regelstrecke. Das Verhalten des Regelkreises wird
mit der Regelkreisgleichung bestimmt.

(W—X)'KR'KS:)C, X'(1+KR'K5):W'KR'KS

KR'KS X KR'KS
XxX=———-w=K-w, K=—=—1—-
1+KR'KS w l-l-KRKS
w KR'KS X
1+ Kg - Ks

Beispiel 2.3-3: Ubertragungsverhalten eines Regelkreises mit Riickfithrung einer ZwischengroBe. Der
Berechnungsablauf ist anzuwenden, wenn das Ubertragungsverhalten der Blocke durch proportionale Uber-
tragungsfaktoren, Frequenzgang- oder Ubertragungsfunktionen angegeben ist.

w Cl:X/Fz X
F * F

L F : F,

(x/F, + xFy)F; (xFy+x/B) xF,
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Die Kreisgleichung ist einfacher zu bilden, wenn eine Hilfsgroe a eingefiihrt wird. Die Hilfsgrofle wird
. aus der Gleichung a - F, = x zu a = x/F, ermittelt. Damit wird

{w— (x-F4+i> Fg} F B =x,
3

(I+F -B+F-FE-F-F)-x=F-F-w,

F_)C_ F]'F2
_W_ 1+F1'F3+F1'F2'F3'F4'

w F]'F2 X
I|+F-B+FH-F-F-F

Die Fiihrungsfrequenzgangfunktion F gibt die Wirkung der Fithrungsgroe w auf die RegelgroBe x an.

24 Berechnung von Regelkreisen mit Proportional-Elementen
Es wird ein verzogerungsfreier Regelkreis untersucht. Regler und Regelstrecke sind proportionale Ubertra-
gungselemente. Mithilfe des Ubertragungsverhaltens soll der Regelfaktor, der die Wirkung einer Regelung

kennzeichnet, bestimmt werden. Das Ubertragungsverhalten ist fiir den verzogerungsfreien Regelkreis das
Verhiltnis von Ausgangs- zu Eingangsgrofle im Zeitbereich.

71 22
w e y X

Kr
Bild 2.4-1: Regelkreis mit idealen Regelkreiselementen

Ky

Regler Regelstrecke

Kg und Ks sind Ubertragungsfaktoren von Regler (Reglerverstirkung) und Regelstrecke (Streckenverstir-
kung). Zwei Storgrofen sind prinzipiell zu unterscheiden: z; am Eingang (Versorgungsstorgrofle) und z; am
Ausgang (Laststorgrofle) der Regelstrecke.

Bei technischen Regelkreisen entspricht die Stellgroe y hiufig der zugefiihrten Leistung fiir die Regel-
strecke. Eine Versorgungsstorgrofe vermindert — wenn sie negativ wirkt — die zugefiihrte Leistung. Die
Laststorgrofie beeinflusst die RegelgroBe direkt. Greift eine Storung innerhalb der Regelstrecke an, so wird
sie mit den Umformungsregeln von Abschnitt 2.5 auf den Eingang oder Ausgang der Regelstrecke umge-
rechnet. Ublicherweise werden die Wirkungen von Stérungen und der FiihrungsgroBe auf die Regelgrofe
getrennt untersucht.

X
Storiibertragungsverhalten K, = —, z; #0, 2 =0, w=0,
<1

(—x-Kr+z1) Ks=x, x-(1+Krp-Ks)=Ks-21,

K. — x Ks Storiibertragungsfunktion fiir
T T 1+ K- Ks | Versorgungsstorgrofen

Ohne Regelung, mit Kx = 0, ergibt sich K,; = K.
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Storiibertragungsverhalten K, = ﬁ, 2#0, z1=0, w=0,
2

—x-Kg - Ks+z2=x, x-(1+Kr-Ks)=2,

x 1 Storiibertragungsfunktion fiir

Ka = 2 1 +Kr - Ks | Laststorgroflen

Ohne Regelung, mit Kgx = 0, ergibt sich K, = 1.

Fiihrungsiibertragungsverhalten K = i, w#0, z1=0, z =0,
w

(W—X)'KR'KS:)C, X'(1+KR'K5):KR'KS'W

Kr - K
K=2=_ R8s | Fiihrungsiibertragungsfunktion
w 1 —+ KR : KS

Durch eine Regelung wird die Auswirkung von Storungen auf die Regelgroe verringert. Der Regelfaktor r
ist ein MaB fiir die Storungsunterdriickung. Das Verhiltnis von Storiibertragungsfunktion mit Regelung zu
Storiibertragungsfunktion ohne Regelung ergibt den Regelfaktor:

1 K, (mit Regelung)
r = =
14+ Kgr-Ks K, (ohne Regelung)

Mit dem Regelfaktor lédsst sich das Verhalten verzogerungsfreier Regelkreise berechnen. Bei anderen Re-
gelungen gilt er nur fiir das stationédre Verhalten. Eine Regelung ist um so besser, je kleiner der Regelfaktor
ist.

Beispiel 2.4-1:  Ermittlung des Regelfaktors fiir einen Regelkreis mit Proportional-Elementen. Regler und
Regelstrecke sind Proportional-Elemente mit Kg = 12, K5 = 2. Fiihrungsgrée w und Versorgungsstorgrofie
z dndern sich jeweils von Null auf Eins. Die Auswirkungen auf die Regelgrofle x werden berechnet.

Z

Kr Ks

Regler Regelstrecke

Berechnung des Fiithrungsverhaltens:

wit<0)=0, wt>0=1, z() =0,

KR - Ks

— RIS 096 < w.
1+ Kg - Ks " v

X

Berechnung des Storungsverhaltens:

2t <0)=0, z¢>0=1, w() =0,

Ks 1

_ A& _h0s>o0. - 004,
T K Ks C - " T 1 K Ks

Ohne Regelung (Kr = 0) ist x, = K5 - z = 2.0, mit Regelung ergibt sich x, = 0.08. Die Regelung reduziert
die Auswirkung der Storgrofe z auf die Regelgroe mit dem Regelfaktor » = 0.04.
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2.5 Umformung von Wirkungs- und Signalflussplinen

2.5.1 Umformungsregeln

Bei komplizierten Signalflussplidnen sind die einfachen Umformungsregeln nicht ausreichend, um weiter-
gehende regelungstechnische Untersuchungen durchfiihren zu konnen. Das ist auch dann der Fall, wenn
einzelne Schleifen eines Signalflussplans ineinandergreifen. Das wird als Vermaschung bezeichnet.

Fiir die Bearbeitung von regelungstechnischen Strukturen werden folgende Operationen bendtigt:

Zusammenfassung von in Reihe oder parallel geschalteten Ubertragungsblocken,
Vereinfachung von riickgekoppelten Strukturen,

Verlagerung von Ubertragungsblocken und Summations- oder Verzweigungsstellen,
Verlagerung und Zusammenfassung von Summationsstellen,

Verlagerung von Summations- und Verzweigungsstellen.

Im Folgenden sind Regeln zusammengestellt, mit denen ein vermaschter Signalflussplan so umgeformt wer-
den kann, dass die Ermittlung des resultierenden Frequenzgangs oder der Ubertragungsfunktion ermoglicht
wird. Das Ubertragungsverhalten der nebeneinanderstehenden Strukturen ist gleich:

Die Strukturen sind fiir das Ein-Ausgangsverhalten dquivalent, das heit, die Gleichungen fiir die
Beziehungen zwischen Ausgangs- und Eingangsgroen sind identisch.

Die Umformungsregeln sind fiir Frequenzgangfunktionen F(jw) und harmonische Funktionen x.(jw),
x,(jw), die mit F, x., x, abgekiirzt sind, angegeben. Die Regeln gelten auch fiir Ubertragungsfunktionen
mit G(s), xc(s), X,(s) oder wenn die Ubertragungsfaktoren der Elemente konstant sind, K, x.(), x,(?).

2.5.2 Tabelle der Umformungsregeln fiir Wirkungspléine

Zusammenfassung von parallel geschalteten Ubertragungsblocken
Gleichung: x, = (F; £ F>) - x., (Regel 1)

Xe Xa
F

+ Xe Xa

—— | F+FR 2

F

Zusammenfassung von in Reihe geschalteten Ubertragungsblocken
Gleichung: x, = F; - F; - x., (Regel 2)

Xe Xa Xe Xa
— F — 2 Fi - F

Kreisstruktur mit indirekter Gegenkopplung
Gleichung: x, = F; - (x. F F> - x,) (Regel 3)

Xe Xa

F
:F

Xe F] Xa
1+ F-F

I3
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Kreisstruktur mit direkter Gegenkopplung

Gleichung: x, = F; - (x. F x,), (Regel 4)

Xe Xa
F
:F

Xe Fl Xa
1+ F

Verlagerung von Summationsstelle und Ubertragungsblock

Gleichung: x, = F - (x¢; £ Xe2), (Regel 5)

Xel Xa Xel Xa
F

+ +
Xe2 F Xe2

Verlagerung von Summationsstelle und Ubertragungsblock

Gleichung: x, = F - x.; £ X, (Regel 6)

Xel Xa Xel Xa
+ +
Xe2 1/F e

Verlagerung von Verzweigungsstelle und Ubertragungsblock

Gleichung: x, = F - x., (Regel 7)

Xa
Xy F
Xe Xe
B —— F —e
Verlagerung von Verzweigungsstelle und Ubertragungsblock
Gleichungen: x,; = F - x¢, x;» = X, (Regel 8) .
al
Xal
Xe F Xe
—e —_— F
Xa2 —
1/F o
Verlagerung von Summationsstellen
Gleichung: x, = x.; £ xe» + Xe3, (Regel 9)
Xe2 Xe3 Xe3 Xe2
Xei + + X, Xei + + X,




42 2 Hilfsmittel zur Darstellung von regelungstechnischen Strukturen

Zusammenfassung von Summationsstellen
Gleichung: x, = Xx¢; & X2 & X3, (Regel 10)

Xe2 Xe3
+
\j: L: Xa Xel Xa

Xel

Verlagerung von Summations- und Verzweigungsstelle

Gleichung: x, = x.; £ x>, (Regel 11)
Xel Xa Xel Xa

253 Anwendungsbeispiele

Beispiel 2.5-1: In der Regelungstechnik wird hdufig die Umformungsregel 5 benotigt. Der Drehzahlre-
gelkreis von Beispiel 1.2-1 wird unter der Annahme, dass Regelstrecke, Regler und Messeinrichtung keine
Verzogerungen oder nichtlineare Kennlinien besitzen, dargestellt.

My U, U, U, n,
— 4 K : Kg Ks

K

Ux

n, FithrungsgroBe (Drehzahl), n, Regelgrof3e (Drehzahl),
U, StellgroBBe (Ankerspannung),

Kg, Ks Verstirkungsfaktoren von Regler, Regelstrecke,

Kt Tachometerkonstante.

Bei der FiihrungsgroBenvorgabe muss die Drehzahl n,, mit dem Ubertragungselement Ky in eine Spannung
U,, umgeformt werden. Ein anderer Faktor an dieser Stelle fiihrt zu einer fehlerhaften Regeldifferenz. Die
RegelgroBe n, soll fiir den Sollwert n,, = 2000 min~' berechnet werden. Mit Kg = 20, Ks = 500 min~! /V,
Kt = 1 mV/min~! erhilt man

Uw:KT'nwa Ux:KT'nxa
Ue :Uw_Ux:KT'(nw_nx)v
Uy:KR'(UW_UX):KR'KT'(nw_nx)a nx:KS'Uy-

Nach Umformungsregel 5 von Abschnitt 2.5.2 lisst sich der Ubertragungsblock mit Ky verlagern.

w Ue U X
" Kr K y Ks "
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Die Blocke mit Kt und Kz werden zusammengefasst.

n, N, U, Ny
Kr Kp — Ky

Die RegelgroBe n, folgt durch Umstellen der Regelkreisgleichung:

(nw_nx)'KT'KR'KS:nxa
ny (1 +Kr-Kg-Ks)=Kr-Kg-Ks-n,,
Kr - Kr - Ks

= -n, = 1818.2 min" .
1 + Ky - Kg - K

My

Der Regelkreis hat eine bleibende Regeldifferenz von

ne=n, —n, = 181.8 min~'

und erreicht damit nur etwa 91 % des vorgegebenen Sollwerts. Die Genauigkeit lédsst sich durch Vergrof3e-
rung der Reglerverstiarkung Kr verbessern, das kann jedoch zur Instabilitit des Regelkreises fithren, wenn
Verzogerungselemente im Regelkreis vorhanden sind.

Beispiel 2.5-2:  Der Wirkungsplan soll vereinfacht werden, zu ermitteln ist das Ubertragungsverhalten x,
in Abhingigkeit von x,.

Fy

Zuerst werden F,y, Fy, und F3, F3, zusammengefasst:

B =F-Fh FKE=FE+F.
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Im zweiten Schritt wird F5 verschoben:

X, X
F; - Fs
Fy
F, und F; - F5 bilden eine Kreisstruktur.
X F; X
¢ F 2 F
_ 1+ F - F;-F;s
Fy
F,
F; und —————— werden zusammengefasst:
1+F - F;-Fs
Xe F-F Xa
F, —
_ 1+F-F;-F;s
Fy
Die Kreisstruktur wird ersetzt
Fi-F
Xe 1—|—F2'F3'F5 F Xa
. F-F-F ’
1+ F - F;-Fs
und vereinfacht:
Xe Fi-F-F X,
1+F -F -F,+F-F-F;s
Mit den Werten fiir F; und F; erhilt man das Ergebnis:
Xe Fy - Fy - By - (F31 + F3) Xa

1+ F B -Fn-Fi+ By - Fy-(F + Fp) - Fs

Xa

Fi - Fy - Py - (B3 + F3)

1+ F - Fy - Fy Fy+Fy - Fy - (Fs + Fy) - Fs

Xe .



3 Mathematische Methoden
zur Berechnung von Regelkreisen

3.1 Normierung von Gleichungen

Die Anwendung von regelungstechnischen Verfahren wird durch Einfiihrung von normierten dimensionslo-
sen GroBen vereinfacht. Beim Normieren werden die Groflen des Regelungssystems auf charakteristische
Werte bezogen. Die GroB3en werden durch die charakteristischen Werte dividiert und damit dimensionslos.
Dimensionslose Groflen haben als Einheit die Zahl Eins. Als charakteristische Groflen werden im Allge-
meinen die Betriebswerte, die so genannten Nenngrofen oder GroBen des Arbeitspunktes, verwendet.

Fiir eine Regelstrecke gilt folgende lineare Gleichung:

x=Ks- f(y).

Wenn Regelgrée x und StellgroBe y unterschiedliche Einheiten haben, dann hat der Faktor Kg eine Einheit
ungleich Eins. Mit dem Index N fiir die Nennwerte der Regelstrecke und x', y’, K{ fiir die normierten Grofien
ergibt sich:

X 1 y y
_:KS'_'f(yN‘_) =x'=Ks- - fO) = K& fO) |
XN XN YN AN

Die GroBen x’, y’, K sind damit dimensionslos. Vorteile der normierten Darstellung sind:

e Es ergeben sich einfachere dimensionslose Gleichungen,
e der Wirkplan (Signalflussplan) wird einfacher und tibersichtlicher,
e normierte Systeme lassen sich besser vergleichen.

Beispiel 3.1-1:  Die Generatorspannung U, der Lichtmaschine eines Fahrzeugs hiingt von der Drehzahl n,
ab. Der Faktor Ky entspricht der Generator- oder Erregerkonstanten, die von der Ausfiihrung des Generators
bestimmt wird:

U x — KS s Ny.
Mit der Normierungsgrofle Nenndrehzahl nyy ergibt sich die Nennspannung zu
Un=Ks - nyN-

Fiir die normierte Gleichung und die Einheitengleichung der normierten Gro3en folgt:
U X KS s Ny
Unx Ks-nyn

=U/=n, [Ul=[n]=1

!
v

Beispiel 3.1-2: Die Weggleichung
x(0) = [ o) dr

1

ist mit den Werten xy = 1 m, vy = 0.2 m - s~ zu normieren:

x(t v v(t

M) _ox fo)
XN XN UN

Mit der Zeitkonstanten

Ti:x—NZSS

UN
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und den normierten GroBen x’(z), v'(¢) folgt die normierte Gleichung und die Einheitengleichung:

1 1
!/ _ / — . .
x(t)—TI/v(t)dt, 1—S 1-s.

T; heif3t Integrierzeitkonstante, 7; ist die Zeit, nach der die Position xy erreicht wird, wenn das Objekt mit
der Geschwindigkeit vy bewegt wird.
Beispiel 3.1-3: Die Geschwindigkeitsgleichung

dx(t)
dt

ist mit den Werten vy =2 m - s~

v(t) =

' xx = 0.5 m zu normieren:

x(1)
v _ d<K>

UN UN dt
Mit der Zeitkonstanten
X
Tp =N =0.25s
UN

und den normierten GroBen v'(¢), x'(¢) folgt die normierte Gleichung und die Einheitengleichung:

dx’'(r) ! 1
, =5 —.
dr S

Tp heif3it Differenzierzeitkonstante.

U/(f) =1p-

3.2 Linearisierung von Regelkreiselementen

3.2.1 Definition der Linearitét

Ubertragungselemente sind linear, wenn sie das Verstirkungsprinzip und das Uberlagerungs- oder Su-
perpositionsprinzip erfiillen. Ein Ubertragungselement, das aus der EingangsgroBe x. die Ausgangsgrofe

Xa = f(xe)

erzeugt, erfiillt das Verstirkungsprinzip, wenn auch die EingangsgroBe k - x. in die Ausgangsgrofie k - x,,
wie in Bild 3.2-1 dargestellt, tiberfiihrt wird:

k'xa:f(k'xe):k'f(xe) .

0 0
0 t 0 t Bild 3.2-1: Verstdrkungsprinzip

Ein Ubertragungselement, das aus der EingangsgroBe x.; die AusgangsgroBe

Xa1 = f(Xe1)
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und aus der Eingangsgrofe x., die Ausgangsgrofle

X = f(Xe2)

erzeugt, erfiillt das Uberlagerungsprinzip, wenn auch die Summe der EingangsgroBen in die Summe der
Ausgangsgrofien, entsprechend Bild 3.2-2, iiberfiihrt werden kann:

X1 = X2 = f(xel + er) = f(xel) + f(er) .

x61+x62
xal+xa2

0 0 - .
0 t 0 t Bild 3.2-2: Uberlagerungsprinzip

Beide Prinzipien gelten fiir beliebige Werte der Eingangsgrofien x. und Konstanten k.

Beispiel 3.2-1:  Fiir das Proportional-Element
Xy = Kp - Xe,
gilt das Verstiarkungsprinzip
k-x,=k-Kp-x.=Kp-k-x.
und das Uberlagerungsprinzip
Xa1 = Kp - Xe1, Xao = Kp - Xe2,
Xa1 £ X2 = Kp + Xe1 = Kp * Xeo = Kp * (Xe1 & Xe2).

Viele leistungsfihige Untersuchungsverfahren der Regelungstechnik lassen sich nur bei linearen Regel-
kreiselementen anwenden. Nichtlineare Elemente miissen daher linearisiert werden, damit diese Verfahren
eingesetzt werden konnen.

Storungen verursachen bei Festwertregelungen nur geringe Abweichungen vom eingestellten Arbeitspunkt.
Daher werden nichtlineare Kennlinien im Arbeitspunkt mit guter Genauigkeit linearisiert. Die Einstellung
des Arbeitspunktes (Anfahren des Regelungssystems) wird dabei nicht beriicksichtigt.

3.2.2 Linearisierung mit grafischen Verfahren

Nichtlineare Kennlinien, die durch Messungen ermittelt wurden, werden linearisiert, indem durch Anlegen
einer Tangente die Steigung der Kennlinie im Arbeitspunkt A ermittelt wird.

Der Proportionalbeiwert Kp ist die stationidre Verstirkung des Regelkreiselements im Arbeitspunkt fiir kleine
Anderungen der EingangsgroBe. Kp erhilt die Einheit der Ausgangsgrofe geteilt durch die Einheit der
Eingangsgrofe:

[Xa]

[Kp] = o |
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Xa Ax,
Kp =
Axe
YaAT T Ax, =K, Ax,
LA
0 0 xé N X, Bild 3.2-3: Linearisierung im Arbeitspunkt

Beispiel 3.2-2: Eingangsgrofe eines Gleichstrommotors ist die Ankerspannung U, in V, Ausgangsgrofle
die Drehzahl  in Umdrehungen pro Minute in min~'. Kp hat die Einheit

Ky — L min_

— Cmin) ]
N v = (V -min) .

3.2.3 Linearisierung mit analytischen Verfahren

Ist die Kennlinie analytisch (durch Gleichungen) darstellbar, so lédsst sich der Proportionalbeiwert Kp aus
dem Differenzialquotienten der nichtlinearen Gleichung ermitteln. x.(¢#) und x,(¢) sind zeitverdanderliche
GroBen eines Ubertragungselements (Regelstrecke), x.4 und x,5 die Werte des Arbeitspunktes und Ax,(t)
und Ax,(¢) sind kleine Abweichungen von den Werten des Arbeitspunktes. Durch die Linearisierung wird
der Proportionalbeiwert Kp fiir den Arbeitspunkt ermittelt, der Wert, mit dem kleine Abweichungen Ax.(¢)
auf den Ausgang Ax,(t) verstiarkt werden.

Nichtlineares Ubertragungselement

xe(1) F) Xa()

Xa = f(xe), XaA = f(xeA)9
Xo(1) = Xaa + Axa(t) = f(Xea + Axe(2)).

Entwickelt man die rechte Seite der Gleichung nach dem TAYLORschen Satz und bricht nach dem ersten
Term ab, so ergibt sich die Geradengleichung

d f(xe)

xa(t) = Xaa T Axa(t) ~ f(xeA) +
dxe |,

“Axe(t) |.

Subtrahiert man den konstanten Anteil x,5 = f(x.a), dann erhélt man

d f(xe)

Xe |a

Ax,y(t) =~

“Axe(t) = Kp - Axc(1) |.

Die Linearisierung fithrt zu einem Proportional-Element, dessen Proportionalbeiwert von dem gewihlten
Arbeitspunkt abhédngt.

xe(?) ) Xa(1) Axe(1) K Axy(1)

nichtlineares Element linearisiertes Element
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Beispiel 3.2-3:  Eine Regelstrecke mit dem nichtlinearen Ubertragungsverhalten
x(t) =2 y'(0)

soll im Arbeitspunkt y5 = 5 und x5 = 2-y3 = 50 linearisiert werden. Mit der TAYLOR-Reihenentwicklung
ergibt sich

df(y)
x(t) = xa + Ax(®) = f(ya) + % - Ay(2),
Y A

wobei nach Subtraktion von

Xa = fa) =2
die linearisierte Form entsteht

d
Ax(t) ~ # “AY(t)=Ks-Ay(t)y=2-2-y - Ay(t) = 20 - Ay(2).
Y la ya=5

Eine Anderung Ay der StellgroBe im Arbeitspunkt y, = 5 wird mit K5 = 20 verstirkt. Bei einer Stellgro-
Bendnderung von Ay = 0.1 liefert die im Arbeitspunkt y» = 5 linearisierte Regelstrecke die Regelgrof3e

x=xp+Ax~ f(ya) + Ks-Ay=2-y3 +Ks-Ay =50+20-0.1 = 52.
Ohne Linearisierung ergibt sich die Regelgrof3e
x=2-(ya+Ay)?> =2-(5+0.1)> = 52.02.

Es ergeben sich unterschiedliche Werte der RegelgroBe, da das nichtlineare Ubertragungsverhalten durch
eine Gerade im Arbeitspunkt angenédhert wurde. Linearisierungen sind daher nur fiir kleine Eingangssignal-
dnderungen um den Arbeitspunkt giiltig.

20

y X Ay | Ax

— L >

Bild 3.2-4: Signalflusssymbole fiir die nichtlineare und linearisierte Regelstrecke

Beispiel 3.2-4: In Bild 3.2-5 ist eine nichtlineare Spannungsregelstrecke mit Gleichstromgenerator dar-
gestellt, dessen statische Kennlinie experimentell ermittelt wurde. Regelgrofe ist die Generatorspannung
U,, StellgroBe die Erregerspannung U,. Der Generator wird im Arbeitspunkt U,y = 150V, Uy, = 20 V mit
konstanter Drehzahl n betrieben. Bei Belastungsinderungen wird die RegelgroBe U, beeinflusst. Uber die
Erregerspannung U, konnen Storungen ausgeglichen werden.

U./v
150- AAANU=40V
U 75 AUyIZSV
n !
O T ; T T bl
0 10 20 30 40 U,/V

Bild 3.2-5: Spannungsregelstrecke mit statischer Kennlinie
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Die Linearisierung im Arbeitspunkt ergibt eine Streckenverstirkung von

AU,

Kq = =
ST AU,

8.0.

Die Regelstrecke hat Séttigungsverhalten, die Ausgangsgrofle wichst nicht proportional zur Eingangsgrofe.
Ein solches Verhalten kann im Bereich des Arbeitspunktes durch eine Wurzelfunktion angenihert werden:

U, = /(U + K)) - K = \/(Uy, — 10.625V) - 2400 V.

Der Verstirkungsfaktor der Regelstrecke ist dann:

Ke — du.| VK, _30
s = L = 8.0.
av, |, 2-,/U,+K Uy—20V

Bild 3.2-6 enthilt die Signalflussbilder der Regelkreise mit der nichtlinearen und der linearisierten Regel-
strecke. U ist der Sollwert der Spannungsregelung.

U, U, U, AU, AU, AU,

——0—— Regler f(y) T— Regler 8.0

Bild 3.2-6: Signalflussbilder der Regelkreise mit nichtlinearer und linearisierter Regelstrecke

3.24 Linearisierung bei mehreren Variablen

Ubertragungssysteme mit mehreren Eingangsvariablen

Xa(t) = f(Xe1 (1), Xe2 (1), - ., Xem (1))

konnen nichtlineares Ubertragungsverhalten in Bezug auf die einzelnen Eingangssignale aufweisen.

S(Xers Xe2, -+ s Xem) x—a(t)>
-xem(t)

Die Reihenentwicklung nach dem TAYLORschen Satz muss hier auf jede Eingangsvariable der Gleichung
angewendet werden. In der Summenschreibweise erhélt man:

o 0
xa(t) = Xaa t+ Axa(t) ~ f(xelAa Xe2As « -+ a-xemA) + Z a){ : Axei(t) P
i=1 9ei |A
und nach Subtraktion des Funktionswertes im Arbeitspunkt ergibt sich:
d ) d
Ax,(t) = / - Axe(t) + / “Axep)+ ...+ / - AXepm(t)
axel A axe2 A aXem A

Fiir das linearisierte Ubertragungselement gilt die Beziehung

Ax,y(t) = Kpy - Axe1(t) + Kpa - Axea(t) + ... + Kpy - Axep(2)
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und das Signalflussbild,

Axa) [

Axer (1) Kp» Ax, ()
Axen() [

wobeli jeder Eingangsvariablen ein Proportionalbeiwert zugeordnet ist.

Beispiel 3.2-5:  Das nichtlineare Ubertragungselement
x2,(t)
er(t )

soll im Arbeitspunkt x.;po = 1, xe2a = 2 und x,4 = 0.5 linearisiert werden. Die TAYLOR-Reihenentwicklung
liefert zwei Terme, die jeweils von beiden Eingangsvariablen abhingen:

Xa(t) = f(xe1 (1), xe2(1)) =

2 Xeia

Axy(1) =

Xe2A Xe2A

2
 Axer (1) — [X“A}  Axe(0).

=AY T

o xa Axa
= e oO—
B Bild 3.2-7: Signalflusssymbole
Xep Ax,, e .
e e 025 fiir die nichtlineare und die
) linearisierte Regelstrecke

Im Arbeitspunkt ergeben sich die Proportionalbeiwerte
Ax,(t) = Kp; - Axe1(t) + Kpa - Axer(t) = Axe1(t) — 0.25 - Axer(2) .

Geometrisch betrachtet, beschreibt die Gleichung die Tangentialebene im Arbeitspunkt.

Beispiel 3.2-6: Linearisierung eines Gleichstromnebenschlussmotors mit der Momentengleichung

Mm(t) = Km - Ia(t) - ¢ (1) = ML(t) + J - d;:iir)
und
My (t) Motormoment, M; (1) Lastmoment,
Ku Momentenkonstante, J Massentridgheitsmoment,
I,(t)  Ankerstrom, n(t) Drehzahl der Motorwelle,
(1) Erregerfluss, Index 0 Nennwert.

In der Momentengleichung sind Ankerstrom und Erregerfluss multiplikativ verkniipft. Die Gleichung wird
um den Arbeitspunkt My, My, Iao, ¢o und ny linearisiert:

AfUa(1),0(1)] AfUa(),0(1)] _ ~dAn(r)
TN . AL + o) . CAG(t) = AML(t) +J 5

dAn(r)
d

AMy(r) =

AMy(t) = Ky - @ - Ala(t) + Ky - Ino - A () = AM(¢) + J -
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mit den Proportionalbeiwerten Kp; = Ky - @9 und Kpy = Ky - Iao. In Bild 3.2-8 sind die Signalflussbilder

dargestellt.
1,(1) M AM, (1)
] W 17 ALOL Ky ) 17
>< |k, N i (1) N : An(1)
Agp(1)
20 | Ke2

Bild 3.2-8: Signalflussbilder der nichtlinearen und der linearisierten Momentengleichung

3.3

3.3.1

Berechnung von Differenzialgleichungen fiir Regelkreise

Differenzialgleichungen von physikalischen Systemen

Der Zusammenhang zwischen der Eingangsgrof3e und der Ausgangsgrofe eines Regelungssystems wird im
Allgemeinen durch eine nichtlineare Differenzialgleichung angegeben, deren Losung meist aufwendig ist.

Man beschrinkt sich daher auf die Untersuchung des Systems im Arbeitspunkt, so dass man die Differenzi-
algleichung linearisieren kann. Das Ergebnis ist eine lineare Differenzialgleichung mit konstanten reellen
Koeffizienten:

d"x, N d"x, I dx, N

y —— 4y | ——— 4 ... Fa - — Fay-x, =
dr Pt Ploge "0
d"x dx,

bm.dt’"e ...—f—bl-d—:—I—bO-xe, n>m

n wird Ordnung der Differenzialgleichung oder des Systems genannt. Die Ordnung hédngt bei vielen
physikalischen Systemen von der Zahl der Energiespeicher des Systems ab.

3.3.2
3.3.21

Losung von linearen Differenzialgleichungen
Uberlagerung von Teillosungen
Sind EingangsgroBle x.(f) und Anfangsbedingungen

dx,(0) d*x,(0) d"'x,(0)

8.09 B 9 e e ey
%(0) dr dr? dr-!

bekannt, so kann die Differenzialgleichung gelost werden. Da die Differenzialgleichung linear ist, wird die
Gesamtlosung x,(¢) durch Uberlagerung (Superposition) der Teillosungen gebildet.

3.3.2.2 Losung einer homogenen Differenzialgleichung

Man geht dabei so vor, dass zunéchst die homogene Differenzialgleichung

d"x,

. d"'x, dx
— +a,_
drn

‘F—}—...—i—al-d—;—i—amxazo

ay - 1

durch den Ansatz

Xan(t) = C - e
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gelost wird. Durch Einsetzen von x,;(¢) in die Differenzialgleichung ergibt sich die Gleichung

a,-a"+a, - '+, +a-a+t+a=0]|,

die charakteristische Gleichung der Differenzialgleichung oder des Systems genannt wird. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra hat eine Polynom-Gleichung n-ter Ordnung n Nullstellen (Wurzeln)

a, 0, ..., Oy
Die charakteristische Gleichung ldsst sich in Linearfaktoren zerlegen:
ay-o"+a, "'+ .. 4a-at+a =

a, - (a—o) (¢ —a) ... (¢ —a,) = 0.

Sind die n Nullstellen «y, a», ..., o, der charakteristischen Gleichung reell und voneinander verschieden,
dann erhélt man die Losung der homogenen Differenzialgleichung:

X)) =C- e +Cy-e™ +...4+C,- e™ = ZCi - e’
i=1

Hat die charakteristische Gleichung n gleiche reelle Nullstellen «;, dann ergibt sich die Losung der
homogenen Differenzialgleichung zu

xn(@) = e (C+Cyt4 ... +C 1" H=e" Y Gt
i=1

Die Koeffizienten a; der charakteristischen Gleichung sind bei physikalischen Systemen reell. Treten kom-
plexe Nullstellen der charakteristischen Gleichung auf, so miissen die Nullstellen «; paarweise konjugiert
komplex sein:

- 0"+ ap - '+ Faata=a,-(@a—a) (@—a) ... (¢ —a,).

Nur wenn die Nullstellen diese Eigenschaft besitzen, heben sich beim Multiplizieren der Linearform die
imagindren Komponenten auf.

Bei einer charakteristischen Gleichung mit n verschiedenen komplexen Nullstellen, die m = n/2 konju-
giert komplexe Nullstellenpaare a;, = 6, + jo,, ..., %,—1, = 6, £ jo,, bilden, erhilt man die Losung
der homogenen Differenzialgleichung:

Xan(@) = €V [Cpy- e/ 4 Cra- e ]+ €% [Cyy - e/ 4 Cyp - eI ]
4ot € [Cpy - €+ Crp - €70

m . .

= ) e [Cy- e+ Cp- e

i=1

Fiir konjugiert komplexe Nullstellen und n = 2 gilt der Losungsansatz:
Xan(1) = €7 - [Cyy - € + Cpy - €7
Mit dem EULERschen Satz

+jot
e/

= cos(wt) & j - sin (wt)
wird x,,(¢) umgeformt:
xan() = e [(jC1y — jCro) - sin (@) + (Ciy + Cio) - cos (11)] .

X,(?) entspricht einer physikalischen Grofle, x,,(¢) ist daher eine reelle Funktion, die Koeffizienten der Sinus-
und Kosinus-Funktion miissen deshalb ebenfalls reell sein. Das ist nur dann der Fall, wenn C;; und Cj,
konjugiert komplex sind:

C11:a+jb, C12:a—jb.
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Die Konstanten B, B, sind dann reell:
By = j(C—Cp)=-2-b, B,=C; 1 +C;p=2"a.

Damit erhélt man die trigonometrische Form der Losung der homogenen Differenzialgleichung:
xan(1) = €' - [By - sin (1) + B, - cos (w11)] .

Die Gleichung lisst sich auch in die Sinusform

X)) =A - €% - sin (ot + ¢)

umrechnen, mit den Konstanten

B
A=/B?+ B3 tang = =2
B,

A wird als Amplitude, ¢ mit Nullphasenwinkel oder Phasenverschiebung bezeichnet.

3.3.23 Partikuléire Losung einer Differenzialgleichung

Die Gesamtlosung ergibt sich aus der Uberlagerung der Losung der homogenen Differenzialgleichung mit
der so genannten partikuldren Losung x,,(7):

Xa(1) = xan(2) + xap(t) .

Xap(t) berlicksichtigt die EingangsgroBe x.(¢), die bei der Berechnung der Losung der homogenen Dif-
ferenzialgleichung x,,(#) noch nicht verwendet wurde. Die Integrationskonstanten C; werden aus den
Anfangsbedingungen bestimmt.

Es gibt verschiedene Verfahren, die partikulidre Losung zu finden. In vielen Féllen lédsst sich die partikulire
Losung durch einen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten finden, da der Typ der partikuldren Losung
hiufig mit dem Funktionstyp der EingangsgréBe iibereinstimmt. Ist zum Beispiel x.(¢) eine Sprungfunktion,
SO setzt man x,,(#) als Sprungfunktion mit unbestimmter Sprunghhe an. Wenn x.(f) eine harmonische
Funktion ist, so wird x,,(#) als harmonische Funktion mit unbestimmter Amplitude und Phasenverschiebung
vorgegeben. Die Koeffizienten werden durch Einsetzen in die Differenzialgleichung bestimmit.

Zusammenfassung: Der Zusammenhang zwischen EingangsgroBe und Ausgangsgrofe eines regelungs-
technischen Ubertragungselements ist durch eine Differenzialgleichung gegeben. Ihre Losung kann durch
Uberlagerung der Teillosungen x,u(7) und x,,(¢) ermittelt werden.

Beispiel 3.3-1:  Elektrisches und mechanisches Verzogerungselement

Widerstand-Kondensator-Schaltung Feder-Diampfer-Element
(RC-Element), Ty =R - C

1 Xe=Se

o—— 1} o ¢
R
Xe=U, C —— Xa=U, o
1T xaﬁ Sa Tl _ E
O O I Ct
R — Widerstand "k ¢; = Federkonstante

C = Kapazitit 777}77 rx = Dampfungskoeffizient
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Die Differenzialgleichung
dx, (1)

Cdr

gilt fiir beide Systeme und ist im Beispiel 2.2-1 abgeleitet. Als Eingangsgroe wird eine Anstiegsfunktion .

T + xa(t) = xe (1)

t
Xe(f) = Xeo 7
vorgegeben. Der Zeitverlauf der Ausgangsgrofe x,(7) wird in zwei Schritten berechnet.

1. Losung der homogenen Differenzialgleichung:

Bei der Losung der homogenen Differenzialgleichung wird ohne Beriicksichtigung der Eingangsgrofle der
Ansatz

Xan(t) = Cy - e

mit der Ableitung
dra() _
dr
gemacht. Setzt man diesen Losungsansatz in die Differenzialgleichung

doxan(?)
dr
ein, dann ergibt sich

T,-o-C-e“+C-e"=0.

a-C-e”

T

+ xa(t) =0

Nach Ausklammern von C; - e lautet die charakteristische Gleichung
C-e“" (T1ya+1)=0, T1-a+1=0

mit der Nullstelle
1
T

Damit erhélt man die Losung der homogenen Differenzialgleichung

ay =
_t
Xan(t) = Cy - e = Ci-e T,

2. Partikulire Losung der Differenzialgleichung

Der vorgegebenen Eingangsgrofie
t
Xe(t) = Xeo - ?
entsprechend, wird fiir den partikulidren Losungsansatz eine Anstiegsfunktion (Abschnitt 3.4.4) gewihlt:

t
xap(l) = Xe0 - 7 +k

mit der Ableitung
dxyp(®) _ Xeo
dr T
Setzt man Losungsansatz x,,(f) und Eingangsgrofe x.(¢) in die Differenzialgleichung
doxap(?)
I - . + xap(t) - xe(l)

dr
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ein, dann erhilt man

1 t t
er'_+er'_+k:-er'7

T T
und fiir
k= —? * Xe0-
Damit lautet die partikulidre Losung
t T t—T
-xap(t):)CCO'?_-er'? = Xeo©

X,(t) setzt sich aus der Losung der homogenen Differenzialgleichung und der partikuliren Losung zusam-
men:

_L t—T
Xa(1) = Xan (1) + xap(t) =Ci-e T +x- T
Die Konstante C; wird mit dem Anfangswert von x,(¢) bestimmt:
T
X(t =0) = x50 = C1 — X0 _1
T
Mit
T,
Ci = X0 + Xeo - T

ergibt sich die Gesamtlosung zu

T _L t—T,
xa(t) = xah(t) +xap(t) = (-xao + Xeo - ?1) e i+ xe - T 1-

Die Losungsanteile von x,(¢) sind in Bild 3.3-1 eingezeichnet.

T, (), x,(0

Bild 3.3-1: Zeitverldufe der Eingangs- und Ausgangsgrofien
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Beispiel 3.3-2:  Schwingungsfihige elektrische und mechanische Systeme

Elektrischer Schwingkreis:

ug (1)

it

X = U, C—— X, = U R = Widerstand
L C = Kapazitit
O—— Y Y Y o L = Induktivitat

uy (1)

Die Anwendung des Maschensatzes der KIRCHHOFFschen Gleichungen fiihrt zunédchst zu einer Differen-
zialgleichung I. Ordnung:

R-it)+L- % Fuclt) = ueo).

Setzt man in die Differenzialgleichung

duc(t)
dr

ein, dann ergibt sich die Schwingungsdifferenzialgleichung

i(t) =C

Cuct) , o duct)

L-C-
dr? dr

+ uc(t) = uc(r)

Feder-Masse-Dampfer-System:

g
Cf m
H N
Sa(1)=xa(1)

Im Massenpunkt m ist die Summe der angreifenden Krifte gleich Null:

d?s,(1)
dr?

ds, (1)
dr

I + ¢t - 8.(t) = F(1)

Fiihrt man regelungstechnische Bezeichnungen ein, so lassen sich die Differenzialgleichungen auf die
allgemeine Form bringen:

d?x,(1) dx, (1)
dr? @ dt

Wird die Gleichung durch a, dividiert, so entsteht die in der Regelungstechnik verwendete normierte
Darstellung

a +ap - xa(t) - bO : xe(t)~

1 d%x,(t) 2-D dx,(t
. X()Jr ~dx, (1)

— (1) = Kp - x.(t
w;  d? @o dr 5 = Ke - %:00)
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mit den Koeffizienten

1 ar 2-D a bo
—2 = —, = —, KP = —.
g (7N [O4) (7N (7N

Hier sind @, Kennkreisfrequenz (Eigenkreisfrequenz des ungeddmpften Systems), D Dampfung und Kp
Proportionalbeiwert des Systems II. Ordnung.

1. Losung der homogenen Differenzialgleichung
Fiir die Losung der homogenen Differenzialgleichung verwendet man den Ansatz
xan(®) = C, - e*, C; ist eine Konstante,

mit den Ableitungen

d-xdh(t) o
% =a-C;-e* und i

Eingesetzt in die homogene Differenzialgleichung

1 d%xn() n 2-D  dxu(?)

d2x, (¢
Yl 2y e,

w;  dr? @o dr

+ xan(t) =0

ergibt sich

1 2-D
_.a2.Cl.eat+

5 co-C-e”"+C-e"=0.
a @y

Ausklammern von C; - e* fiihrt zur charakteristischen Gleichung
1 » 2-D
(O @

-a+1=0

mit den Nullstellen
A1 = —wy D+ wy - vD? — 1

In Abhéngigkeit von der Dampfung D werden drei Fille unterschieden:

1. Fir D > 1 entsteht der Kriechfall:
d1p = — @ -D+ o - \/D2 — 1.

Zwei verschiedene reelle Nullstellen kennzeichnen den langsamen (kriechenden) Verlauf der Losungs-
funktion.

2. Mit D = 1 erhilt man den aperiodischen Grenzfall:
x1p = — Q.

Beim aperiodischen Grenzfall hat die charakteristische Gleichung zwei gleiche reelle Nullstellen.

3. Fiir 0 < D < 1 entsteht der Schwingfall:
a1y =—wy-Dx jo,-V1—-D>=6=+ jo..

Die konjugiert komplexen Nullstellen sind charakteristisch fiir den schwingenden Verlauf der Losungs-
funktion. w. ist die Eigenkreisfrequenz des gedimpften Systems, & die Abklingkonstante. Bei Kriechfall
und aperiodischem Grenzfall (Fall 1, 2) sind die Ubertragungssysteme nicht schwingungsfihig.
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Im Beispiel wird der Schwingfall (0 < D < 1) untersucht. Fiir die zugehorigen konjugiert komplexen
Nullstellen

ap =0+t jow., mt 6=—-wy-D, o= wo-m,
erhélt man die Losung der homogenen Differenzialgleichung

X)) =Cp - e + G- e® = e [C) - &/ + Gy e,
die auch in der trigonometrischen Form

xan(t) = €% - [By - sin(@et) + By - cos (@,1)]
oder der Sinusform angegeben werden kann (Abschnitt 3.3.2.2):

Xan(t) = A - e - sin (ot + ¢).

2. Partikulire Losung der Differenzialgleichung
Bei Aufschaltung einer Sprungfunktion mit der Sprunghthe x., wird der partikulédre Losungsansatz
Xap(t) = Xe(t) = xe0, fiir £ >0,
gewihlt. Die Gesamtlosung setzt sich aus der Losung der homogenen Differenzialgleichung und der
partikuldren Losung zusammen:
Xa(t) = Xan(t) + Xyp(t) = €% - [By - sin (@et) + B - €08 (et)] + Xeo.
Die Konstanten B;, B, werden mit den Anfangswerten von

Xa(1), ?

bestimmt. Dabei wird angenommen, dass fiir # = 0 die Ausgangsgrofle und ihre Ableitung gleich Null sein
sollen. Dieser Fall ist fiir die Regelungstechnik wichtig, da die berechnete Losung angibt, wie sich das
Ubertragungselement oder Regelungssystem verhilt, wenn es sich in einem stationiren Betriebszustand
befindet dic

X, = konst. oder x, =0, — =0
dr

und eine dullere Anregung x.o einwirkt:

X,(t =0) = e -[B; - sin(@.t) + By - cos (@et)] + Xeo = By + X0 = 0,
dx,(t =0 .
(T) =6 -¢e% - [B -sin(wet) + B, - cos (w.t)]

+e% . [B; - @, - cos (wet) — By - @, - sin (wet)]
= 5'B2+(Oe'B] =0.

Die Konstanten sind damit:

B:(S'er:_D'-er B — —x
1 we ma 2 e0-

Es ist iiblich, die Gesamtlosung in der Sinusform mit
x(t) =A- €% - sin(wet + ¢)

anzugeben, wobei die Konstanten umgerechnet werden miissen:

Xe0 .
A=4/B? + B} = ——— (Amplitude),
1 2 m( p )
—Xeo'\/l—Dz \/1—D2

B
¢ = arctan =2 = arctan = T + arctan
B, —Xeo - D D

=m + arccos D (Nullphasenwinkel, Phasenverschiebung).
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Damit wird die Gesamtlosung:

xa(t) = Xeo +

Dividiert man x,(¢) durch die Sprunghdhe x.o der Eingangsgréfe und ersetzt 6 und w., dann ergibt sich die

Gesamtlosung zu

Xe0

Vi—D?

e’ - sin (w.t + T + arccos D).

o e
Xe0 B vV 1 —D?

-sin(wqy - V1 — D? -t + arccos D) |.

Im oberen Teilbild 3.3-2 sind einzelne Terme der Sprungantwort fiir D = 0.5 aufgezeichnet, das untere ent-
hilt den Gesamtverlauf. Zusétzlich sind die Sprungantwortfunktionen fiir D = 1 (aperiodischer Grenzfall)
und D = 2 (Kriechfall) angegeben. In Abschnitt 4.3.3 sind Ubertragungselemente II. Ordnung im Zeit- und

Frequenzbereich beschrieben.

4

—sin (w, 1+¢)

v

-2 4 10 w,.t
AN —Duw,t o
- - sin (@, t+¢) ¢ = arccos D = 60
N 1-D? D =05 wy=2s
o, = 0, VI=D?=1.732s
A xa(t)
Xe0
D=0.5
1O=7--=- D=10 — ——
D=2.0
2
0.5— I dx, 2D dx,
— ot X, =X, 1 >0
wy  dt w, dr
dx, (t=0)
xa=0)=0 —
T I T I >
-2 2 4 8 10 We !

Bild 3.3-2: Sprungantwortfunktionen von Ubertragungselementen II. Ordnung
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34 Testfunktionen

34.1 Vergleich mit Testfunktionen

Die Ausgangsgrofe x,(r) kann bei vorgegebenem zeitlichen Verlauf der Eingangsgroe berechnet werden,
wenn die Parameter des Ubertragungselements bekannt sind. Um eine Vergleichsmoglichkeit zwischen
verschiedenen Regelungssystemen oder bei Parametervariation eines Systems zu erhalten, ist es zweckma-
Big, die Losung der Differenzialgleichung fiir bestimmte Eingangsfunktionen, so genannte Testfunktionen
zu ermitteln. Man erhilt normierte Ausgangsfunktionen, die einen Vergleich erleichtern.

Die Losung kann nach den angegebenen Verfahren berechnet werden. Fiir die praktische Untersuchung
empfiehlt sich, die Testfunktion zum Zeitpunkt t = 0 als Eingangsgrée aufzuschalten und die Ausgangs-
grofle aufzuzeichnen. Die Ausgangsgrofle geht bei stabilen Systemen von einem stationidren Zustand iiber
in den durch die partikuldre Losung vorgegebenen neuen stationdren Zustand. Das dynamische Verhalten
ist durch dieses Ubergangsverhalten bestimmit.

3.4.2 Impulsfunktion

Die Einheitsimpulsfunktion besteht aus einem Nadelimpuls (DIRAC-Impuls) 8 (¢) mit der Flache Eins. Der
DIRAC-Impuls ist wie folgt definiert:

0O fir r<0 und >
50)_{00 fir +t=0

0 /5(t)dt:1 .

Die Ausgangsgrofle wird mit Impulsantwort oder mit Gewichtsfunktion g(7) bezeichnet. Die Entstehung
einer Impulsfunktion

Xe(t) = xeo - T - 6(1)

mit der Fliche x.y - T kann wie folgt erklédrt werden:

xe(t)
2. Xe0
e T x(t) erhdlt zum Zeitpunkt 1 = 0 den Wert x.y und zur
<0 Zeitt > T den Wert Null. Dann wird die Impulsdauer auf
Xeo T /2 verkiirzt, die Amplitudenhohe auf 2 - x.o vergroBert.
Die Impulsfliche T x ist dabei unverdndert. Fir 7 — 0
wird x, — 0.
0
0 T/2 T t

In Bild 3.4-1 sind Impulsfunktion 6 (¢) und Impulsantwort, die auch als Gewichtsfunktion g(¢) bezeichnet
wird, aufgezeichnet. Einer Impulsfunktion als Eingangsgrofe entspricht physikalisch die Aufschaltung eines
Energieimpulses mit der Flidche x.( - T, xo hat die Dimension einer Leistung. Eine Impulsfunktion lisst sich
physikalisch exakt nicht realisieren. Aus dem Antwortverhalten bei Anregung mit einem kurzen Impuls
hoher Amplitude lassen sich jedoch dynamische Eigenschaften wie Eigenfrequenz und Dampfung ablesen.
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L O0(1), g(1)

=

5(0) g(0)

0 -
0 t

Bild 3.4-1: Impulsfunktion 5(t), Gewichtsfunktion g(t) fiir das Ubertragungselement von Beispiel 3.3-1

343 Sprungfunktion

Die Sprungfunktion ist die wichtigste Testfunktion der Regelungstechnik. Die Eingangsfunktion x.(t)
wird zum Zeitpunkt ¢t = 0 sprungformig von Null auf einen Wert x., gedndert:

Xe(1) = xe0 - E(1)

0 fir <0
E(I)_{l fir t>0

E(t) wird Schaltfunktion oder Einheitssprungfunktion genannt. Der zeitliche Verlauf x,(¢) als Ergebnis
dieser Anregungsfunktion ist die Sprungantwort. Im folgenden Bild sind Sprungfunktion und Sprungant-
wort fiir eine Regelstrecke angegeben (x. = y (StellgroBe), x, = x (Regelgrofie)).

Y y(®)=y, E(?) 4

Yo

Sprungfunktion Sprungantwortfunktion

Bild 3.4-2: Sprungantwort einer Temperaturregelstrecke
(T, Verzugszeit, T, Ausgleichszeit, Ks Proportionalverstirkung der Regelstrecke)

Wird die AusgangsgroBBe x(¢) auf die EingangsgrofBe y(f) bezogen, so entsteht die normierte Sprungant-
wort 4(t), die Ubergangsfunktion der Regelstrecke:

hey =20 g = =)
Yo Yo

Der Proportionalbeiwert (Proportionalverstirkung) der Regelstrecke ist K.
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3.4.4 Anstiegsfunktion

Bei der Anstiegsfunktion wird das Eingangssignal mit konstanter Geschwindigkeit vergrof3ert:

t
Xe(t) = X0 ?

! xe(t)’ ‘xa(t) xe(t)
Xeo T, = Zeitkonstante

des Systems

0
0 T, T t

Bild 3.4-3: Anstiegsfunktion x.(t) und -antwort x,(t)

Die Einheitsanstiegsfunktion erhélt man fiir x.o/7 = 1, wobei die Einheiten der GroBen nicht beriicksich-
tigt sind. Die Ausgangsgrofle, die bei Aufschaltung der Anstiegsfunktion entsteht, wird Anstiegsantwort
genannt. Im folgenden Bild ist eine Anstiegsfunktion mit der entsprechenden Anstiegsantwort dargestellt.

3.4.5 Harmonische Funktion

Die bisher angegebenen Funktionen hatten einen unstetigen Verlauf. Verwendet man eine Sinusfunktion als
Eingangsgrofe

X (t) = X, - sin(wt) |,

so bezeichnet man die Antwortfunktion als Sinusantwort. Das Verhiltnis von Ausgangsgrofle x,(j@) zu
Eingangsgrofe x.(jw) ist der Frequenzgang (siehe Abschnitt 3.6). Der Frequenzgang charakterisiert das
Verhalten von Regelkreiselementen im Frequenzbereich.

$ x (0), x, (D) x,(f)

=>
|

N
_;:Ca_

_xe -

=<>
[N
|
]
]
]
]
]
]
|
=
o
.
=
[\
?‘\
/

Bild 3.4-4: Sinusfunktion x.(t) und -antwort x,(t)

3.5 LAPLACE-Transformation

3.5.1 Einleitung

Mithilfe der LAPLACE-Transformation werden Differenzial- und Integralausdriicke in algebraische Aus-
driicke umgewandelt. Vorteilhaft ist dabei, dass anstelle einer Differenzialgleichung eine algebraische
Gleichung gelost wird. Anfangsbedingungen werden bei der LAPLACE-Transformation beriicksichtigt, so
dass die Losung einer Differenzialgleichung in einem Schritt durchgefiihrt werden kann.
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3.5.2 Mathematische Transformationen
3.5.2.1 Rechenvereinfachungen durch Transformationen

In der Mathematik werden Transformationen durchgefiihrt, um Rechnungen zu vereinfachen.

Bei Transformationen werden Rechenoperationen hoherer Ordnung durch Operationen niedriger Ord-
nung ersetzt. Damit werden Berechnungen vereinfacht.

Eine gebriuchliche Transformation ist die Logarithmierung. Im Beispiel wird die Multiplikation ersetzt
durch die Addition der transformierten Groen.

Mit der LAPLACE-Transformation wird die Differenziation in eine Multiplikation, die Integration in eine
Division, also in algebraische Operationen, iiberfiihrt.

direkter Losungsweg

Fi . F F-FK F
Multiplikation I
Transformation Riicktransformation
| indirekter Losungsweg |
log Fy, log F, log F} 4 log F; log F
Addition

Bild 3.5-1: Indirekte Losungsmethode durch Transformation (Beispiel)

3.5.2.2 Original- und Bildbereich der LAPLACE-Transformation

Der Bereich, in dem eine Operation durchgefiihrt werden soll, heif3t Originalbereich. Aus diesem Bereich
wird die Rechenoperation in den Bildbereich transformiert. Im Bildbereich wird eine entsprechende
Rechenoperation niederer Ordnung vorgenommen. Anschliefend wird das Zwischenergebnis in das
Endergebnis des Originalbereichs zuriicktransformiert.

Bei Berechnungen der Regelungstechnik werden im Allgemeinen Zeitfunktionen ermittelt, der Originalbe-
reich der LAPLACE-Transformation wird daher bei diesen Anwendungen auch Zeitbereich genannt. Der
Bildbereich wird als Frequenzbereich bezeichnet, die LAPLACE-Variable

s:=0+jo

heillit auch komplexe Bildvariable oder komplexe Kreisfrequenz. Die LAPLACE-Transformation wird hier
am Beispiel der Funktionen

d
—(r- e"), tdr
L. |
in den Bildern 3.5-2 und 3.5-3 dargestellt.

Einer Differenziation entspricht im Frequenzbereich eine Multiplikation mit der komplexen Bildvariablen
s. Einer Integration im Zeitbereich entspricht eine Division mit der Bildvariablen s im Frequenzbereich.
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direkter Losungsweg

d Ausfiithren der
— (t-e" Differenziation (I+a-t)- e
d v (Produktregel)

Transformation Riicktransformation

indirekter Losungsweg

1 zuldssige s
s - algebraische —
— )2 PRY)
(s—a) Umformungen (s —a)
Bild 3.5-2: Transformationsschema fiir die Differenziation (Beispiel)
direkter Losungsweg
Ausfiihren der 5
/ tdr Integration r
B (Potenzregel) 2
Transformation Riicktransformation
indirekter Losungsweg
11 zul‘eisgige 1
=5 algebraische =
58 Umformungen §

Bild 3.5-3: Transformationsschema fiir die Integration (Beispiel)

3.5.3 LAPLACE-Transformation und LAPLACE-Riicktransformation
Bei der LAPLACE-Transformation wird die komplexe Bildvariable
s:=0+4+ jo

verwendet. Damit wird erreicht, dass das im Folgenden angegebene Integral konvergiert, das heif3t fiir alle
in der Regelungstechnik wichtigen Funktionen berechenbar ist. Aus denselben Konvergenzgriinden existiert
die Transformation nur fiir # > 0. Die LAPLACE-Transformation ist definiert durch das LAPLACE-Integral:

£(s) = /O Ty e tdr = /O T ) e e iodr = L{f()} |

f(s) ist die LAPLACE-Transformierte der Funktion f(¢). Der Ubergang vom Originalbereich in den Bild-
bereich wird durch das Zeichen L angedeutet, die Umkehrtransformation (LAPLACE-Riicktransformation,
inverse LAPLACE-Transformation, BROMWICH-Integral) durch L',
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Beispiele zur LAPLACE-Transformation:

Beispiel 3.5-1: Transformation der Sprungfunktion
0 fir r<0
f@) =E@), E@) = { | fir £50

f(s) _ /Ooo f([) ) e—stdt _ AOO 1. e—stdt — _l e

N

Beispiel 3.5-2: Transformation der Anstiegsfunktion f(t) = ¢

Das Integral wird durch Produktintegration gelost:
— >~ L St — > L aSt
f(s)_/O £@) - edr /O t- e dt
1 > % ] 1 1
+/ — e Vdr = {—t«—- e — - e”}
0 0o s S S

=—t-—-e
s
Aus der LAPLACE-Transformierten f(s) kann mit einer komplexen Umkehrformel, der LAPLACE-Riick-
transformation

(o.¢]
—st

0 S

f@) = 2—711:] %f(s)- eds = L '{f(s)} |

die Zeitfunktion ermittelt werden. Dabei ist der geschlossene Integrationsweg in der komplexen Zahlenebe-
ne um alle Polstellen von f(s) zu fiihren. Polstellen von f(s) sind solche Werte von s, bei denen der Nenner
von f(s) Null wird. Der Ubergang vom Bildbereich in den Originalbereich wird durch das Zeichen L™!
angegeben. Die LAPLACE-Riicktransformation wird mit dem Residuensatz berechnet,

-

f@) = ZITJ ff(s) - e'ds = li}Res[f(s) - e

wobei die Zeitfunktion f(z) gleich der Summe der Residuen an allen Polstellen von f(s) - e ist. Das
Residuum einer k-fachen Polstelle s = s, ist allgemein:

1 k!

s (k— D! dsk !

Res [f(s)- e (s — sp)]

S=Sp1

Beispiele zur LAPLACE-Riicktransformation

Beispiel 3.5-3: einfache Polstelle

1
f(S)=S+a, k=1, s, =-—a

1 d° 1
s=a (1=1! ds° |s+a

—at

e (s —l—a)}

S=—a

Beispiel 3.5-4:  k-fache Polstelle

f@s) =

m, k>1, Sp1 = —d



3.5 LAPLACE-Transformation

67

1 d<-! 1

JO=Res| =GO & |G rak

e’ (s + a)k]

T k1)

S§=—a

Beispiel 3.5-5: dreifache Polstelle bei s; = 0
1
f(s):—3,k:3,s1:O
s

1
f(t) = Res e

o aon !

354 Anwendung der LAPLACE-Transformation
3.54.1 Allgemeines

1 . k_l .

—at

Transformation und Riicktransformation werden mithilfe von Tabellen durchgefiihrt. Mit den folgenden

Rechenregeln konnen Transformationspaare ermittelt werden, die nicht tabelliert sind.

3.54.2 Linearitit

Die LAPLACE-Transformation ist linear. Aus diesem Grunde gelten Verstirkungs- und Uberlagerungsprin-

zip. Das fiihrt zu folgenden Rechenregeln:

Lik- f(n)} =k-L{f®} =k- f(s),
L{fi) £ L0} = L{AiO} £ L{/2(0} = fi(s) £ fals) .

Beispiel 3.5-6:  Verstirkungsprinzip

Xe1(t) =sin(wt) x Xe1(2)
Xe1(s) = L{sin(w1)} 0

— a) _1 _

o s2 + w?

Xeo(t) =5 - sin(wt)

wt
Uﬂ:
h xez(t)
wt
UTC

5
Xe2(s)=L{5 - sin(wt)} = 5 - L{sin(w?)} 0
_ 5o -5
52+ @?

Beispiel 3.5-7:  Uberlagerungsprinzip
Xe1(t) =cos(wt)

Xe1(s) =L{cos(wt)}
s
s

wt
er(t) -
T

xal)=L{Z} =2 141)
(0}

- s2
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Xe(t) = Xe1(2) + xeo(1)

t
=cos(wt) + el
T

Xe($)=L{xe1(t)} + L{x2(t)}

s ®
240 m-s?
3.54.3 Verschiebungssiitze

3 1x.(0)

In der Regelungstechnik werden bei Totzeitelementen Anregungsfunktionen um die Totzeit 7; verzdgert
am Ausgang wirksam. Spezielle Anregungsfunktionen lassen sich als Summe von verzogert einsetzenden
Standardfunktionen darstellen. Mithilfe des Verschiebungssatzes nach rechts werden diese Funktionen im

Frequenzbereich dargestellt.

Verschiebung nach rechts im Zeitbereich: Eine zeitverschobene Funktion f(+ — T') wird im Frequenz-
bereich durch Multiplikation der nichtverschobenen transformierten Zeitfunktion f(s) mit dem Verschie-

bungsoperator e~ ¢ dargestellt:

L{fc—T)}=e " - L{fO} =" f(s),

T>0|.

Beispiel 3.5-8: Verschobener Einheitssprung

womru-n= {0 =T
X()=fe—-T), f@)=EQ®)),

5 =L{f(t ~ T)}
—e " L{f0}

1
— efTs X f(S) — efTs Lo
N

Beispiel 3.5-9: Rechteckimpuls

Xe(1)

Der Rechteckimpuls x.(¢) entsteht durch die Uberlagerung von zwei Sprungfunktionen x.;(t) und xe(?).

xer(t) = E(1)
xai(9)=L{E(")}
!

- N

Xeo(t)= —E@—T)
Xo(s)= —L{E(t —T)}

_ e—Ts

S

= xel(t) + er(t)
= Xe1(5) + Xe2(s)

Xe()

Xe(s)

1
— _[1 o efTS]
S

Xel (t)
1
0
0 t
er(t)
T t
0
B [
Xe(1)
1
0
0 T t
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Verschiebung nach links im Zeitbereich: Fiir die Verschiebung nach links gilt folgender Zusammenhang:

T
L{f(t+T)} = e, f(s)—/f(t)-e’” dt|, 7>0].
0

Verschiebung im Frequenzbereich (Diampfungssatz): Wird im Zeitbereich eine Zeitfunktion mit einer
e-Funktion multipliziert, so entspricht das einer Verschiebung der transformierten Funktion im Frequenz-
bereich. Der Verschiebungssatz fiir den Frequenzbereich wird auch als Ddmpfungssatz bezeichnet:

Lie ™ f0O}=fGs+a)|.

Beispiel 3.5-10:  Fiir die Zeitfunktion e % - ¢ ist die LAPLACE-Transformierte zu bestimmen.
1
a=2, 1) =t, §) = —, s+a)=—,
[ =t f6)= G0 fota =
1
(s+aP  (s+27

Aus dem Verschiebungssatz im Frequenzbereich (Ddampfungssatz) ergeben sich Multiplikationssiitze fiir
die Transformation von trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen:

L{ie ™ -t} = f(s+a)=

L{sin(ar)- f©)} = L{eﬂ‘”z;je—/“f -f(t)} G ja)z—jf(s +ja),
L{cos(at)- f(t)} = L{w -f(t)} A G ja);—f(s +]'Cl),
L{sinh(ar)- f(©)} =L {% ,f(t)} _fG—a - fis+a)
L{cosh(at) - f(t)} = L{# f(t)} _ S~ a)—;—f(s +Cl).

Beispiel 3.5-11: Fiir die Zeitfunktion sin (5 - ¢) - £? ist die

2
a=35, fit)=r1* f(s)= S f(s £ ja) =

—fG+ja)

LAPLACE-Transformierte zu bestimmen:

2
(s £ ja)*’

L {sin(at) -t

2}:f(5_ja)

2j

3.54.4 Ahnlichkeitssatz

1
2j

2

2

_2-a-(3-s2—a2) B 10-(3-s2—25)

(s —ja) (s + ja)

)

(s2 + a2)3

(52 +25)°

Wird die Variable # mit einer Konstanten multipliziert (¢ > 0 und reell), so ergibt sich mit dem Ahnlich-
keitssatz die Berechnung der Bildvariablen:

Lif@-ny =

S
a

2)

9

L

>}:a-f(a-s) .
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Beispiel 3.5-12: Mit der Sinusfunktion

1 xel(t)
X1 (t) = sin(@;1) 11 /\
und dem zugehorigen Transformationspaar 0 fo Y
a)] ] '\/271: 3TC
o = L{si Hnt=———
Xe1(s) {sin(w:1)} ¥ ol -1
wird die LAPLACE-Transformierte der Zeitfunktion
Xeo(t) = sin(wyt), w, = 0.5 -
mit dem Ahnlichkeitssatz berechnet: Ax,(2)
Xe2(s) =L{sin(w,t)} = L{sin(0.5 - @,1)} 14
1 (Y] | wt
= — —2 O T T
0.5 ( s > Lol | i 2T 3n
0.5 : 14
0.5 (O]

T 24050

3.5.4.5 Differenziations- und Integrationssatz

Differenziationssatz: Differenziert man eine stetige Funktion im Zeitbereich, dann gilt im Frequenzbereich
folgender Zusammenhang:

SO o ot 0]
L{ i }—sf(s) [s St =0+4) +s ”

=0+
d®=2 £ de=D £z
PO i’ (1 el G
dtm 2 t=0+ dfm b t=0+

oder in allgemeiner Form

dfo S 4TV
L{ ar }:*“ SO=-LS g

i=1

Differenziationssatz fiir die erste Ableitung (n = 1):

L{?}:s'f(s)—f(t:m—).

Differenziationssatz fiir die zweite Ableitung (n = 2):

2
L{%}:Sz'ﬂs)_ {S'f(t=0+)+m

dr

t—0+}

Sind die Anfangswerte Null, dann vereinfacht sich der Differenziationssatz:

L{dnf(t)} e |

dr

Integrationssatz: Integriert man eine Funktion im Zeitbereich, dann gilt im Frequenzbereich folgender
Zusammenhang:

/ 1 1
L { 0/ f(r)df} = L{fO} = - f) |-
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Fiir die n-fache Integration einer Funktion f(7) gilt die allgemeine Formel:

L - 1
L{(n—l)!'o/(t_f) L f(@ df}:s—n'f(S), n>1

Bei der Anwendung der LAPLACE-Transformation werden Differenziale und Integrale in algebraische
Ausdriicke tiberfiihrt.

Beispiel 3.5-13: Die Zeitfunktion
Xe(t) = cos(wt)
mit der LAPLACE-Transformierten

hat den Anfangswert x.(t = 0+) = cos 0+ = 1. Die Ableitung von x.(t) ist

doxe(r)
dr

= —w - sin(wt).

Mit dem Differenziationssatz kann aus der LAPLACE-Transformierten der Kosinus-Funktion die Transfor-
mierte der Sinus-Funktion bestimmt werden:

dx.(1) 52
L{ dl‘ }:S'XC(S)—Xe(l:O+):m—1

—w?

5% + w?

= L{—o -sin(wt)}.
Die LAPLACE-Transformierte der Sinus-Funktion ist damit:

Beispiel 3.5-14:  Zur Einheitssprungfunktion

A
xelt) = E(0) O
gehort die LAPLACE-Transformierte
1 00 g
xe(s) =~ f
s

Das Integral der Einheitssprungfunktion ergibt
im Bildbereich

t A
1 1l X
L{/-xe(f)df} _E'xe(s)_s_z' 1__:[ _______________

0

Nach der Riicktransformation in den Zeitbe-
reich erhdlt man die Anstiegsfunktion

f 0
/xe(f)dr =L {12} =t.
s

0

S
~
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3.54.6 Faltungssatz

Das Produkt von LAPLACE-Transformierten berechnet man im Zeitbereich mit dem Faltungsintegral

L o} =L{ [ £t = 0 p@de) = 1) S6) |

Beispiel 3.5-15: Die LAPLACE-Transformierte f(s) setzt sich zusammen aus

1 1
Sy = 1) Sls) = S S

mit den zugehorigen Originalfunktionen

1 1
1) = L*l — a—at d f) = L*l - — —bt )
h@ {s+a} © und - f2(1) {s+b} ©
Mit dem Faltungssatz lisst sich die Originalfunktion f(¢) zu f(s) berechnen.

—at

() = fi() * fot) = /Ot ealt=®) | obrys _ ot /Of cabyrgr _ aeTb

—at 1

_ & aaby gy
= =5 (e ==

A a —

. (efbt o efat> )

AR W0 a=1s"1p=2s"!

< />(D)

i)

1
a

1
b
Bild 3.5-4: Faltung von Funktionen

3.54.7 Grenzwertsiitze

Die Berechnung von Grenzwerten im Zeitbereich mithilfe der Bildfunktionen im Frequenzbereich ldsst sich

mit den Grenzwertsitzen durchfiithren.

Anfangswertsatz (Berechnung der Anfangswerte von Zeitfunktionen): Der Wert der Zeitfunktion f(z) fiir

t = 0 lésst sich aus der korrespondierenden Bildfunktion ermitteln:

ft=0)= lims - f(s) |

Endwertsatz (Berechnung der Endwerte von Zeitfunktionen): Der Wert einer Zeitfunktion f(¢) fiir t — oo

lasst sich aus der zugehorigen Bildfunktion ermitteln:

f(t—>oo)=lin3s-f(s) .

Die Grenzwertsiitze werden fiir die Berechnung der stationdren Groen von Regelkreisen benotigt. Wichtig
ist der Endwertsatz fiir die Berechnung der bleibenden Regeldifferenz ¢(t — oo). Der Endwertsatz darf

t
. e(afb)ﬂ:

0

jedoch nur angewendet werden, wenn der Endwert der zugehorigen Zeitfunktion existiert.
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Beispiel 3.5-16: Ausgehend von der Differenzialgleichung der Widerstand-Kondensator-Schaltung in
Beispiel 3.3-1

O 4 O
q R
t
T - 4all) + uy (1) = ue(2), S—
dt xeﬁue -1 xaﬁua
I =R-C,
O ® O

mit dem Anfangswert u,(t = 04) = U,, ergibt sich unter Verwendung des Differenziationssatzes im Bild-
bereich

Ty - [s - ua(s) — ua(t = 0F)] + ua(s) = ue(s),

wobei die LAPLACE-Transformierte der Ausgangsspannung lautet:

T; 1
1 U + - Ue(s) .

Ma(S)Zl%—T]-s' 1+T7,-s

Die sprungformige Eingangsgrofle
ue(t) = Ueo - E(1)

mit der LAPLACE-Transformierten

1
ue(s) =Uy - —
s
wird zum Zeitpunkt t = 0 aufgeschaltet:
T] 1 UeO
()= — U+ — - ==,
als) 1+7T s 0+1+T1-s K

Mit den Grenzwertsétzen lassen sich Anfangs- und Endwerte von Zeitfunktionen bestimmen, wenn die
zugehorigen LAPLACE-Transformierten bekannt sind. Der Anfangswert von u,(f) ergibt sich mit dem
Anfangswertsatz zu:

) ) T;
u,(t =0) = Slgglcs “Uy(s) = Slgglcs TxT s Uy = Uy -
Mit dem Endwertsatz erhilt man den Endwert
) . 1 U,
I/ta(l éOO)ZEEI%S'Ma(S):EE%S'm .TeO :Ue().

u(t>0)=U,, - P

u,(1=0)=Uj, -

0
0 T, t

Bild 3.5-5: Spannungsverlauf der Ausgangsgrofie u,(t)
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Beispiel 3.5-17:  Ein Ubertragungssystem

Xa(s) = - Xe(S)
S

—1
1

mit der Eingangsgrofle x.(s) = — hat im Bildbereich die LAPLACE-Transformierte
s

1

Xa(S) = m .

Die zugehorige Zeitfunktion
X () = —(1 — ¢€)
besitzt den Endwert lim x,(f) = oc.
t—00

Der Endwertsatz liefert hier ein falsches Ergebnis

. ) 1
Xa(fﬁw)—ggras-xa(s)_lgrés_l —_—

da das Ubertragungssystem instabil ist und der Endwert daher nicht existiert.

b2,(0), x(0)
2 |
x,(0)
R0
0 | .
0 1 t

Bild 3.5-6: Ausgangsgrofie x,(t) bei einem instabilen System

3.54.8 LAPLACE-Transformation von periodischen Funktionen

Bei vielen technisch-wissenschaftlichen Anwendungen treten zeitlich periodische Schwingungen oder
Signalverldufe auf. Diese Vorginge werden durch periodische Zeitfunktionen f(¢) mit der Periodendauer 7p
beschrieben. Aufgrund der Periodizitét ist

fO=fe¢+i-Tp), i=0,1,2,3, ...

Die LAPLACE-Transformation einer periodischen Funktion ldsst sich wie folgt umformen:

00 0o @+DIp 50 Tp
f&=[fo-erdr=Y [ fo-edi=Y ™ [ @) e di
0 =0 i1, i=0 0

Tp
1
- [f@)-e
_ a—1Ips
1— e tr 0/
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Fiir die LAPLACE-Transformierte f(s) einer periodischen Zeitfunktion
f@O)y=f@t+i-Tp),i=0,1,2,3, . gilt'

fs) = L{f(t)}—_—_TPs / £ - e dr.

Beispiel 3.5-18: Fiir die Funktion f(¢) ist die LAPLACE-Transformierte f (s) zu bestimmen (Tabelle 3.5-6,
Nr. 223).

b f(D)
o+

0 T 2T, 3T, t

Fiir die Sdgezahnfunktion f(¢) gilt im Bereich 0 <t < Tp: f(t) = fo - — allgemeln ist

t+i-T,
£t = fo- tri-Te firi-To<t<(@+1)-Tp, i=01,273, ...,
P

o=t o= e Tk v

Tp

_So 1 ,[_<1+s-t>- eﬂ}

Tp 1 — e Tos 2 0

fo 1 .[_(1+Tp-s)~eTPS 1]

S

Tp ' 1 — e Tes

fo 1=(U+Tp-s)-e™ fy 1+Tp-s—e™
Tp (1_ eprs> . g2 T (1_ eTps) 2

_|_ —
52 s2

3.549 Losung von linearen Differenzialgleichungen

mit konstanten Koeffizienten mithilfe der LAPLACE-Transformation
Lineare Differenzialgleichungen mit Anfangswerten gleich Null werden mithilfe der LAPLACE-Transfor-
mation wie folgt geldst:

LAPLACE-Transformation der gegebenen Differenzialgleichung. Als Ergebnis erhilt man eine lineare

algebraische Gleichung, die die gesuchte LAPLACE-Transformierte x,(s) und die gegebene LAPLACE-
Transformierte x.(s) enthilt.

Auflosung der algebraischen Gleichung nach x,(s):

Xa(s) = G(5) - xe(s) |-

Riicktransformation mithilfe der LAPLACE-Transformationstabelle. Damit ergibt sich die gesuchte Funk-
tion x,(#). Gegebenenfalls muss eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt werden.

Die Vorgehensweise bei der Losung von Differenzialgleichungen mit Anfangswerten gleich Null ist im
folgenden Flussdiagramm angegeben.
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Differenzialgleichung
Y dxd(t) - dxe@)

Z _Z i dz/

Eingangsgrofe x.()

LAPLACE-Transformation

Lood® |, e, dx@)
oS50} {450

LAPLACE-Transformation

xe(s) - L{xe(t)}

Ubertragungsfunktion aufstellen

GGs) = Xa(s)

Ubertragungsfunktion nach x,(s) auflosen
Xa(s) = G(s) - xe(s)

LAPLACE-Riicktransformation

xa(t) — Lil {Xa(S)}

Bild 3.5-7: Schema zur Losung von Differenzialgleichungen im Bildbereich

Beispiel 3.5-19:
Widerstand-Kondensator-Schaltung

(RC-Element), ) = R-C
o——1 1} ? O
L 1
Xe=U, C Xa=U,
! I

Elektrisches und mechanisches Verzogerungselement

Feder-Diampfer-Element

T,

Ik

Cr
1 Xe=Se

Ct

Il—l

[NR xaﬁsa

77777

Ik

Die Herleitung der fiir beide Systeme giiltigen Differenzialgleichung

dx,(7)

T - ar

+ xa(t) = xe (1)

ist in Beispiel 2.2-1 angegeben. Der Anfangswert ist x,( = 0) = x,0. Zunichst wird die Differenzialglei-

chung in den Bildbereich transformiert

L{ix®)} =T - [s - L{x.(0)} — x.(t = 0)] + L{xa(0)},

xe(s) =Ti-s- xa(s) -

Ty - xa(t = 0) + xa(s)
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und die Ubertragungsfunktion G(s) gebildet:

1 T;
2 = — " X¢ —-at:O
Xa(8) 1775 x(s)+1—l—T1-s Xa( )

= G(s) - x(8) + T1 - G(s) - x,(t = 0).

Zum Zeitpunkt t = 0 wird die sprungférmige Eingangsgrofie
Xe(r) = Xeo - E(7)
mit der LAPLACE-Transformierten

L{xe(t)} - xe(s) -

Xe0
5
aufgeschaltet. Nach Einsetzen der EingangsgroBe und des Anfangswertes erhilt man die LAPLACE-
Transformierte der Ausgangsgrofie

Xe 1 1
x(s) = 0 e
1
JE— . S+—
(S+T1) s Tl

die gliedweise in den Originalbereich zuriicktransformiert wird:

e 1 1
xy(t) = SLUNY S . + X0 - L7

T 1 1
(s-l—i)-s S+Tl
t

1 _t
xa(t) = Xe0 ° (1 - eTl) + Xa0 - € h = xal(t) +xa2(t)~

In Bild 3.5-8 sind die Losungsanteile aufgezeichnet.

Yx,,(0) Y x,,(0)
Xe0 R - Xe0
/// E a0 ‘\ Xa0 1
0 : - 0 -
0 T, t 0 T, t

Bild 3.5-8: Ausgangsgrofienverldufe des elektrischen und mechanischen Verzogerungselements

3.5.5 Ubertragungsfunktionen von Ubertragungselementen

Das dynamische Verhalten von linearen Ubertragungselementen mit Ausnahme des Totzeitelements wird
mit Differenzialgleichungen beschrieben. Zur Losung der Differenzialgleichungen wird die LAPLACE-
Transformation verwendet. Ausgangspunkt ist die lineare Differenzialgleichung in der folgenden Form:

d"x, n d"x, n n dx, n b d"x. n b dx. b S
Ay— Ay | —— 4 . a— Fay - Xy = by—— + . .. “Xe, n>m
dn Va1 Page 700 dem Pag 7707

Bei physikalischen Systemen gibt n im Allgemeinen die Anzahl der Energiespeicher des Systems an.
Um das dynamische Verhalten vollstindig berechnen zu konnen, miissen noch n Anfangsbedingungen
angegeben werden.
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Diese Anfangsbedingungen zeigen an, in welchem Energiezustand sich die n Energiespeicher des Uber-
tragungselements befinden. In der linearen Regelungstechnik ist es fiir die meisten Anwendungsfille
ausreichend, das Regelungssystem oder Ubertragungselement im Anfangszustand (zur Zeit 1 = 0) als
energiefrei anzusehen. Die Anfangswerte werden daher Null gesetzt.

Wendet man unter dieser Voraussetzung die LAPLACE-Transformation auf die Differenzialgleichung an, so
ergibt sich fiir den energiefreien Anfangszustand mit

xa(s) = L{xa(t)}’ xe(s) - L{xe(t)}

Ay 8" Xy (8) F ey - 8" Xy (S) L Far s x(8) F ag - Xa(s) =

Do+ 8" - Xe(8) + by - 8" xe(8) + ...+ by -5 - x(5) + by - xe(5).

Aus der Gleichung lésst sich x,(s) und x.(s) ausklammern. Bildet man den Quotienten xa_(s), so erhélt man
.. Xe(s
die Ubertragungsfunktion G(s):

CX(8) by 8" A by 8" by s+ by Z(s)

G = = .
() X(8) Ap - S"+ a1 -1+ +a s+ ag N(s)

Die gebrochen rationale Funktion G(s) hdngt nicht mehr von den Funktionen oder Signalen x.,x,
ab. G(s) wird als komplexe Ubertragungsfunktion des Ubertragungselements oder als LAPLACE-
Ubertragungsfunktion bezeichnet.

3.5.6 Partialbruchzerlegung
3.5.6.1 Allgemeines

Durch die inverse LAPLACE-Transformation ist die Riicktransformation in den Zeitbereich definiert. Diese
muss nur in seltenen Fillen explizit berechnet werden, da fiir hdufig auftretende Grundfunktionen Transfor-
mationstabellen existieren.

Gebrochen rationale Funktionen, die nicht tabelliert sind, konnen mit der Partialbruchzerlegung in Grund-
funktionen zerlegt werden. Allerdings miissen die Polstellen der LAPLACE-Transformierten bekannt sein.
Der verwendete Losungsansatz bei der Partialbruchzerlegung hingt von der Art dieser Polstellen ab.
Folgende Fille sind zu unterscheiden:

einfache reelle Polstellen,
mehrfache reelle Polstellen,
einfache komplexe Polstellen und
mehrfache komplexe Polstellen.

Im Folgenden ist die Vorgehensweise bei der Riicktransformation beschrieben.

3.5.6.2 Einfache reelle Polstellen

Die LAPLACE-Transformierte

b, - s"+...+b b, - s"+...+b
#(s) = s"+ +by sT A+ + by

Ay -S"+...+ay (s—s)-(5—5)...-(s—s,)

mit a, = 1 hat reelle Polstellen, die voneinander verschieden sind. Falls a, ungleich Eins ist, muss jeder
Koeffizient von f(s) durch a, dividiert werden.
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Losungsansatz:
e o bm-sm+...+bo
fO=L"{f(s} =L {(S_Sl).(s_52)~_,,~(S—Sn)}

A A A,
:L—l{_1}+L—1{_2}+...+L—1{ }
s — 85 S — 85 S — Sy

Die Koeffizienten A; werden durch Koeffizientenvergleich ermittelt.

Beispiel 3.5-20:

£s) = s+3 B s+3
Cs2435+2  (s+1)-(s+2)
Losungsansatz:
f(s)— s+ 3 o Al 4 A2 _Al(S+2)+A2(S+1)
+D-(+2) s+1 s+2 s+1)-(s+2)

Die Koeffizienten A; und A, werden durch Koeffizientenvergleich der Zihlerpolynome bestimmt. Man erhilt
das Gleichungssystem

A1—|—A2 :1
2'A1+A2 :3

mit den Losungen A; = 2 und A, = —1. Damit lautet die Zeitfunktion

_ 71 2 -1 —1 a2
ft) =L {—s+1}+L {s—|—2}_2 el e,

3.5.6.3 Mehrfache reelle Polstellen

Die LAPLACE-Transformierte
bm'Sm+...+b0

IO = 6= G s
hat auch reelle Polstellen mit der Vielfachheit a4, as, ..., .
Losungsansatz:
- - Ay Ay At
fH=L" =L e
f0 = L{f)} {s_sl G T T G e
B] B2 BaZ Kl
p— +(S_S2)2 + ... T +... +S_Sn +}
Die unbekannten Koeffizienten A;, B;, . . ., K; werden durch Koeffizientenvergleich ermittelt.

Beispiel 3.5-21:

s+2
I®=5"573
Losungsansatz:
+2 A A B Al -s-(s+3)+A-(s+3)+ B -s?
f(s)zzs :_1+_22+1:1S(S )22(5) 1S
s7-(s+3) S s s+3 s?-(s+3)

. (A1+Bl)S2+(3A1+A2)S+3A2
B 52 (s +3) ‘
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Durch Koeffizientenvergleich der Zihlerpolynome erhilt man das Gleichungssystem

Ai+B; =0, 3-Ai+A,=1, 3-A,=2

2 1
mit den Losungen A; = 9 Ay = 3 und B, = ~9 Damit ldsst sich die zugehorige Zeitfunktion
1 2 I 5 2 1 3
t = — — . l’ —_ . = — .t — . 1 — 1
fO=75+3 5 ¢ 3 1 tg —e)

berechnen.
3.5.64 Einfache komplexe Polstellen

Die LAPLACE-Transformierte
b, -s"+...+b
f(s) = - — .
(s —=s)*-...-(s—[og— joi])- (s — [o1 + joi])

hat auch einfache komplexe Polstellen.

Losungsansatz:

A A A, B+C-
f<z>=L—1{ — ot . }

T P T Y PO P 3y B PO P

Die Koeffizienten A;, B und C werden auch hier durch Koeffizientenvergleich ermittelt.

Beispiel 3.5-22:

s+4 s+4
fl9) = —— - : :
s-(s?+4s+8) s-(s—[-2—,2]) (s —[-2+ 2]
Losungsansatz:
A] B+CS
f(s)_?+s2+4s+8
A (P44 548 +B-s+C-57 (A4+0)-s"+@ A +B)-s+8-A
B s-(s?+4-5+38) B s-(s?+4-5+8)

Durch Koeffizientenvergleich der Zihlerpolynome entsteht das Gleichungssystem
Ai+C=0, 4-A,+B=1, 8-A =4,

1
mit den Losungen Ay = -, B=—1und C = — 5 Die Zeitfunktion ist

LS L G S S G -
f(l)—2 L {s} 5 L {(s+2)2+4}_2 [1— e *-cos(2t)].

N =

3.5.7 Charakteristische Gleichung und Pol-Nullstellenplan

Die Differenzialgleichung eines linearen Regelungselements ohne Totzeit hat folgende Form:

d"x, n d"'x, n n dx, n b d"x, n b dx. b -
a,— +a, 1———+...+a— +ap-x, = b, — “Xey, N> M.
dr Pt Par 70 drm Var 0

Untersucht wird der energiefreie Zustand mit den Anfangswerten gleich Null. Nach der Transformationsre-
gel werden Differenziale durch Multiplikationen der transformierten Funktion mit s oder p ersetzt. Damit
ergibt sich die Ubertragungsfunktion

o x(8) by 8" A by 8" by s+ by Z(s)
Coxe(s)  ays"H S .. +a-s+ay  N(s)

G(s)
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und die Frequenzgangfunktion mit der Abkiirzung p := jw

F(p):xa(p):bm~pm+bm71~pm—‘+...+b1-p+b0:Z(p)
xe(p) @ p'ta,-p'+...4+a-p+a Np) |

Die Koeffizienten von Differenzialgleichung, Ubertragungsfunktion und Frequenzgangfunktion sind
gleich.

Die charakteristische Gleichung der Differenzialgleichung ergibt sich, wenn die rechte Seite Null gesetzt
wird, mit dem Ansatz

xan(t) = C - e
a,-ad"+a, - '"+... +a-a+ay=0.

Die charakteristische Gleichung wird aus den Koeffizienten der linken Seite der Differenzialgleichung
gebildet oder wenn das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion G(s) gleich Null gesetzt wird. Die
Gleichungen haben dieselbe Struktur.

Differenzialgleichung und Ubertragungsfunktion enthalten die charakteristische Gleichung:
ay,- "+ a1 -a" '+, . 4+a-a+ay =0,

Ay -S"+a, 1" ' +...+a -s+ay=0.

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung sind kennzeichnend fiir die Trigheit des Ubertra-
gungselements. Sie werden als Polstellen der Ubertragungsfunktion bezeichnet, da fiir eine Nullstelle
im Nenner der Wert von G(s) unendlich wird. Setzt man das Zihlerpolynom zu Null, erhilt die Ubertra-
gungsfunktion G(s) den Wert Null, daher werden die Nullstellen des Zihlerpolynoms als Nullstellen der
Ubertragungsfunktion bezeichnet. Die Nullstellen ergeben sich aus der Gleichung:

by S"4+by -5+ . . +b-s+by=0.

Die Lage der Polstellen und Nullstellen eines Ubertragungselements oder Regelungssystems ist kennzeich-
nend fiir das Zeitverhalten. Die Lage der Pole und Nullstellen wird grafisch in einem Pol-Nullstellenplan
eingezeichnet, wobei Pole s,; mit einem Kreuz und Nullstellen s,,; mit einem Kreis dargestellt werden. Real-
und Imaginirteil werden angegeben. Im Bild 3.5-9 ist der Pol-Nullstellenplan der Ubertragungsfunktion

G(s) Xa(s) (s — sn1) - (5 — Sn2) s?+3.5—4
S pu— p— pu—
Xe(s) (s —Sp) (s —sp)- (s —5p3) $+4-52+6-5+4
angegeben:
s=—4 5,=1
s-Ebene $Im{s} "' ) L —1+]
Spo p1= T4 Sp3T tJ
X - - - 1
Sal spl E Sn2
T O -
—4 -2 -1 1 Re{s}
X----|-1
Sp3 Bild 3.5-9: Pol-Nullstellenplan

einer Ubertragungsfunktion
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Beispiel 3.5-23:  Fiir die Ubertragungsfunktionen

a) Regelstreckeniibertragungsfunktion

x(s) Kq 1
G = = , = ——
s yes)y 1+Ts-s r! Ts
y(t) = E(),
b) Regleriibertragungsfunktion
y(s) 1+Ty-s 1 1
- 1 = K S . nl — T Sl
Gr(s) e(s) R 17T s Sh1 Tv Spl T,
e(t) = E@),

sind Pol-Nullstellenplédne und Sprungantworten zu zeichnen.

a)

A A
t
s-Ebene Im{s} )

_1/TS Re{SV}

Bild 3.5-10: Pol-Nullstellenplan und Sprungantwort der Regelstreckeniibertragungsfunktion

1
Die Polstelle ist sp; = T Die Sprungantwort erreicht den Endwert um so schneller, je kleiner Ty ist. Im
S
1
Pol-Nullstellenplan geht der die Trigheit bestimmende Pol s, = — T weiter nach links:
S

Die Trigheit eines Elements wird um so grofer, je niher der Pol an die imaginédre Achse riickt.

Liegt der Pol im Nullpunkt oder in der rechten Halbebene, dann ist das Element instabil.

b)
s-Ebene tIm{s) KeTy1y()
EE— T, &
. Ky — T,=T,

=1 =1 Re{s f

T T, {s} v<rl

T, >T, 0 .

0 t

Bild 3.5-11: Pol-Nullstellenplan und Sprungantwort der Regleriibertragungsfunktion
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Fiir Ty > T, erhilt man eine Uberhohung der Sprungantwort (PDT,-Verhalten), die um so groBer ist, je
niher die Nullstelle s,; = T an die imaginire Achse riickt. Die Polstelle s,; = — T kennzeichnet wieder

\% 1
die Trédgheit. In der Sprungantwort sind die Fille 7y = T (P-Verhalten) und 7y < 7T; (PPT,;-Verhalten)
eingezeichnet (siehe Kapitel 4). Polstellen in der linken Halbebene haben fiir das Zeitverhalten folgende
Auswirkungen:

Der reelle Pol gibt die Trigheit an, er ist Argument der Losung der homogenen Differenzialgleichung C- e’.
Bei konjugiert komplexen Polen bestimmt der Realteil die Ddmpfung, der Imaginirteil die Kreisfrequenz
des schwingenden Anteils der Losung:

C1~eSP1’+C2~eSP2’, spl,zz—D'a)O:I:j~\/1—D2~a)0.

Polstellen bestimmen die Trigheit oder Verzogerung von Regelkreisen. Sie lassen sich in Regelkreisen
durch Nullstellen mit dem gleichen Wert kompensieren.

3.5.8 Tabellen fiir die LAPLACE-Transformation

In Tabelle 3.5-1 sind Rechenregeln der LAPLACE-Transformation zusammengestellt. In Tabelle 3.5-2 bis
3.5-6 werden LAPLACE-Transformierte und zugehorige Zeitfunktionen, die fiir die Regelungstechnik von
Bedeutung sind, angegeben.

Die Transformationspaare sind nach folgenden Gruppen geordnet:

o Elementarfunktionen und normierte Einheitsfunktionen, die vorwiegend als Eingangssignale benotigt
werden. Diese Funktionen koénnen auch als Ausgangssignale von einfachen Ubertragungselementen
auftreten.

o Ausgangsfunktionen fiir Ubertragungselemente, deren Ubertragungsfunktionen in der Standardform mit
Zeitkonstanten oder der Standardform mit Nullstellen angegeben sind oder die Polynome der LAPLACE-
Variablen s enthalten. Eingangssignale sind normierte Einheitsfunktionen.

Transformationspaare, die in den Tabellen nicht enthalten sind, konnen den Tabellenwerken der Literatur
zur LAPLACE-Transformation entnommen werden.

Alle Zeitfunktionen f(¢) sind nur fiir Zeiten ¢t > 0 giiltig, fiir # < 0 ist f(¢#) = 0. Das wird hédufig durch
die Schreibweise

f@),t >0 oder f(t)-E()
angegeben. E(¢) ist der Einheitssprung, der nur fiir # > 0 den Wert Eins hat, fiir # < 0 den Wert Null.

In der Regelungstechnik ist es aus praktischen Griinden sinnvoll und iiblich, Funktionen nach ihrem
Argument zu bezeichnen. So bedeuten:

f(@), x(t) kontinuierliche Zeitfunktionen,
f(kT),x(kT)  diskrete Zeitfunktionen,

f(jw),x(jw) harmonische Funktionen,

f(s), x(s) LAPLACE-transformierte Funktionen,
f(2),x(2) z-transformierte Zeitfunktionen,
F(jw), Fs(jo) Frequenzgangfunktionen,

G(s), Gs(s) LAPLACE-Ubertragungsfunktionen,
G(2), Gs(2) z-Ubertragungsfunktionen.
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Die Einheit der LAPLACE-Variablen s im Bildbereich entspricht der reziproken Einheit der Variablen des
Originalbereichs. Da im Allgemeinen fiir Anwendungen der Regelungstechnik der Originalbereich der
Zeitbereich ist, hat die Variable ¢ die Einheit s (Sekunde). Der Bildbereich wird dann Frequenzbereich
genannt, die LAPLACE-Variable s hat daher die Einheit s~! (1/Sekunde).

. Die LAPLACE-Transformierte f(s) der Zeitfunktion f(#) = ¢-sin(a - t) hat fiir a = 5 ohne Einheitenangaben

die Form
. 2-a-s
f(S) :L{I'SIH(CZ t)} = m,
. 10-s
f(S) :L{I~SII1(5 t)} = m,

mit Einheiten fiira = 557! ist

L{tins-sin(ains ' -zins)} =L{rins-sin (55" -rins)}
10s™! - sins™!

(s2 ins2+25 s—2)2‘

Die Einheit im Frequenzbereich ist durch die Integration iiber die Zeit um eine Potenz hoher als die Einheit
der Funktion im Zeitbereich. Im Beispiel ist:

-2
Einheit im Zeitbereich s, Einheit im Frequenzbereich

g2

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind in der Transformationstabelle und in den meisten Beispielen die
Einheiten weggelassen.

Tabelle 3.5-1: Rechenregeln der LAPLACE-Transformation

LAPLACE-

Transformation:

Transformation f(s) = / f@) - e*dr = L{f(0)}
0

Riicktransformation f@) = 2%” f f(s)- e"ds =L ' {f(s)}

Linearititssitze:
Verstiarkungsprinzip L{k-f®)} =k-L{f(t)} = k- f(s)
Uberlagerungsprinzip L{fi(t) = L)} = L{fi(O)} £ L{ L)} = fi(s) £ fo(s)
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Tabelle 3.5-1: Rechenregeln der LAPLACE-Transformation (Fortsetzung)

Verschiebungssitze:
Zeitbereich:
Verschiebung rechts L{ift—T)y=e " - L{f)} = e ™ f(5),T >0
T
Verschiebung links L{ft+T)} = e | f(s) — / f@)- e“dt], T>0
Frequenzbereich: '
Démpfungssatz L{e ™™ f(t)} = f(s+a)
Multiplikationssitze | L {sin(ar) - f(t)} = L{% f(t)} _fe= ja)z_jf (s 1 ja)
L {costar) - () :L{ glal 4 e Jar f(t)} _fG —ja)-zkf(erja)
L {sinh(ar)- f(t)} =L { (r)} _fG—a) S fista)
L {cosh(ar) - £()} —L{ ‘”+ f(t)}:f(S—a)—;f(S—I—a)
Ahnlichkeitssitze:
1 s
Lif@-n}=—-f(>).a>0
L{f(é)} — - fa-s)a>0
Faltungssiitze:
Zeitbereich L{fit)* L)} =L {/ﬁ t—1)- fz(l’)df} = fi(s) - fo(s)
c+joo
Frequenzbereich L{fi@t) - ()} = / fits — o) - fr(o)do
c joo
Grenzwertsitze:
Anfangswertsatz f(t=0)=lims- f(s) } wenn der
Endwertsatz f(t — ) = lin% s - f(s) Grenzwert existiert
Differenziationsséitze:
Zeitbereich L {m} =s- f(s)— f(t)
dr t=0+
d'f| i d='f(t)
L{ dt”}_ )= l; 'dtll‘
=0+
Frequenzbereich L{-t-f(n)} = dfis)’ L{(=1)"-"- f(n)} = d({f), n=1273,...
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Tabelle 3.5-1: Rechenregeln der LAPLACE-Transformation (Fortsetzung)

Integrationssiitze:
S / 1 1
Zeitbereich L {/f(r)df} =—-L{f()} = — - f(s)
J s s
® w|_ 1. _ b
L { [ fmde } = LU0} = 5 - f6).
1 ’ - 1 B
L{(n_l)!-o/(t—f) (o) dr}—s—n-f(s), n=1,23, ...
Frequenzbereich L {@} = / - f(o)do

Tabelle 3.5-2: LAPLACE-Transformierte von Elementar- und Einheitsfunktionen

Nr. | f(s) f(@), firt >0
1|1 o(1) Einheitsimpuls
2 e s o(t—T) verschobener Einheitsimpuls
1
3 |- E() Einheits-Sprungfunktion
s
1
4 | —.e ™ E(t—T) verschobene Einheits-Sprungfunktion
s
1—e™ N :
5 | —— E®)—Et—-T) Einheits-Rechteckimpuls
s
1 C ) )
6| = t Einheits-Anstiegsfunktion
s
1
T = e 1S (t—T)-E(t—T) verschobene Einheits-Anstiegsfunktion
s
1 t? o .
8 | 3 0} Einheits-Parabelfunktion
s
tnfl
9| —, —
s" (n—1)!
n! i
s ", n=1,2,3,...,00 =1
1 1
10 | — —
\/E \/E
1 t
11 | — 24—
S+/S T
1 4" pnl-f" 2 2" "2
12 = ,n=1273...
NG el -a  1.3.5--Qn—1)-Jx
1
13 ; l . e_ T
1 + Tl ) T]
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Tabelle 3.5-3: LAPLACE-Transformierte mit Zeitkonstanten

Nr. | f(s) f(@), firt >0
1 1 1 1 _r
14 e | )~y T
1+Tis T Ti(1+Ts) T T;
1+ Tx T v — T, Tv — T, _tL
15 1+ vs v Iy 1 —V5(Z)—V21 1
+ TIS T1 T1(1 + TIS) T1 Tl
16 1—|—T\/'S 1+TV_T1 _r
- 1
(1+T1'S)'S Tl
1-T7 - 1 _L
16a | — 12~ | —2.¢T
1+7T,-s s
17 —1 1 7TL
— 1
(1+T -5) s ©
18 —1 T\ +t+T, e_TL
_ . 1
(1+T;-s)-s? ! !
19 ! T? — T, t+t2 T2 e‘TL
(1+T -5) s P 2 !
20 ! _TL
- — . e 1
(4T, -5 T?
s 1 t _Lt
2 | — —— _—).eT
(17157 (TE TE) )
1—|—TV'S TV TV—T1 _L
(YD) T, T,
1+TV'S TV—T1 _L
23 | — 1—(1-— -t - T
AT 9% s ( T2 )e
1—-T-5)? 1 A
232 %._ 1 —4.— .7
(1+T-5)° s Ti
1 t _L
p N R — -1+ ) eT
A+T -s)?-s (—i—T]) e T
1 L
T ey 2T QT4 T
- 5)? -
ol L nan | L (cf ook
’ . c 1 — € 2
A+Ts)-A+hs) ' 772 | T -1
K 1 1 L 1 1t
27 T, T Y (e R
(RS RS AR oo (n R )
— ! _ t
28 L+ Tvs T £ T, ! -<Tl N oon_ b TV.eTz>

(1 +Tis) - (1 + Trs)

L -1,
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Tabelle 3.5-3: LAPLACE-Transformierte mit Zeitkonstanten (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
1+ Tq T, — T _L T, — T L
29 TN g 1o TV e 2T
(I+Tis) - (1+TDs) - s L -1, -1,
1—Tl'S 1—T2'S1 Tl—i—Tz _L _L
29 : S TAT [ 1-2- (e n e
a 4T, s 1+D-s s 1 # T -1 e I e I
30 ! 1 ! T 7TL T 7TL
s P . .e 1 — -e 2
(1+Tis) - (1 + Trs) - s -0 \' ?
T # T,
31 ! ~T,— T +t+ : Tz-e_%l—Tz-e_TLz
A1+ Tis)- (1 + Trs) - s* L -1, ! 2
T\ # T,
1 t? _L
. — — e T
0 +T, sy .17 ¢
s t 12 _L
33 - _ ] . Ti
(17,57 <TE 2-Tf‘) )
1+TV'S TV Tv—T] 2 _L
T [ e V- 42) e T
A+ -s) <T13 I -
1+Ty- t T, —Ty) - t* L
35 +—V3S 1 — 1+_+% e T
(I1+T-5) -5 T 2-T;
1 t 12 L
6| — - (14— e 7
(14T, 53 s (+Tl+2'le> e
37 ! 3-T1+t+(3-T1+2-t+ e T
3. . . .e 1
(1 +T,-5)-s2 ! ! 2T
1 T t _L T _L
38 , - + e i+ —2 e D
(14+T -5 1+T-5) < (T, — Th)* Tl'(Tl_T2)> (T, — TL)*
L #T,
t t
(I+Ti-s)-A+Tr-5) (h — T Ty-(I - 1)) (hh — T»)
h#T
1+ Ty - Tv — T T, — Ts _L T, — T L
40 +2vs ’ <V 22 21 \% -t)-eT1—|— 2 V2-6T2
(1+T]S) (1+T2S) (Tl—Tz) Tl(Tl—Tz) (Tl—Tz)
T\ #T»
A1 l+Ty-s 1 (T12—2T1T2+TZTV (Iv—T) -t e’TL L(Iv-T) -L
— — . 1 —_ .
A+T -5 - A+T-s) s (T, —T»)? T, (T, 1) (T, —Th)*
T\ # T,
. _. * 2 t
42 21 , 1—(T1 (i 22T2) ! >-e_Tl——T2 5-e r
T #T,
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Tabelle 3.5-3: LAPLACE-Transformierte mit Zeitkonstanten (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0

43 ! 2-T1 =T, +t
14T -5 -(+T-5)-s2 | 07
(+1 S) (+2S)S T12(2T1—3T2) T -t ot T23 1t
T'] % T2 5 .e T _|_—2 .e b

(T — 1) L -1 (T - 1)
_L _L _

" 1 T, - e T N T, e T N Ty e B
(+Tis) - (14+Ds) - (1+4T5s)’ | (=) - (1 —Ty) (L—T) - (h—-T) (Ihi—T) - (Iz—T1)
T1571297—E’)?é

xz x 1

45 s e ni e b e B
(1+Tys) - (1+Ds) - (14 Tss)’ (h—-T) (h—T) (L-T) - (Lh—-1) (G-T) (IZ—-T1T)
I, T, T #

xz _r _r

46 1+ Tys (I —Ty)-e T (Ih—Ty)-e & (I —Ty)-e B
(A+Ts)-(14+Ds)-(1+Ts) | (-1 - (h—-T) (L-T)-(L—-1) (ILhi—-T) (Iz — 1)
T19’TZ9737£

1 L _

47 1+ Tys | TL(T\-Ty)-e T L(hL-Ty)-e & NK(hG-Ty)-e b
(14+Tys)-(1+Ts)-(1+Tss) - s (-1 - (-17z) (L-T) (L-T3) (I-T) (Iz-T1)
N, T, Tz #

_ _r _r

48 1 . le.eTl B T22-e T B T32-e T
(14+Ty5)-(1+Ts)-(1+Txs) - s (-0 - (I'-Tz) (L-T) (Lh-17) (-T) (I3-T)
Tl&B?H#

1
49 | T - Ty +1¢
(1+Tis)-(14+Tos)-(1+Tss) - 527 1 72 7 , ,
3T 3T 3T
T, 15, T; # pficen  hre® | Tiren
(-0 - (I-Tz) (L-T) (L-T) (Iz-T) (Il3-T)
1 tn—l 7L

50 | ——— ——— e i, n=1,2,3,...,0l =1
(I+ T -5y Tm-n "

n—2 n—1 ¢

51 5 (L _;. - e T,
(1+T; - s) T2 (n—2)' T T2-n— D! \T

59 14+Ty-s t 2 1 Tv—T, t nl 7%
- @ — . o — e h
1+T-9) 2)' T2 T] (n—1)! le T ’

2 3,4,
1+ Ty il ] zi 1 v [(t\"') _+

53 +—V: 1— Z._. - VL e Ti,
I14+T-s)"-s pr i Ti n—D! T T

n=1273, ...
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Tabelle 3.5-3: LAPLACE-Transformierte mit Zeitkonstanten (Fortsetzung)

(T -5 s

Nr. | f(s) f(@), firt >0
1 o !
L l—en.V —. (2
(AT sy s A (Tl>
t 12 I _L
=]1-(1+=+—+—=+... )-e T, =1,2,3, ...
( +7&+2-E2+6-E3+ )e n
1 i—1
55 ) ,n=1,2,3, ...

L En—>G-1) t
—n-T, t T . - . T .| =
n-Ti+t+e ; G— 1D 1 (

Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform

Nr. | f(s) f(@), firt >0
56 ! e’r!’
S — Spi
1 e—at
s+ a
57| =14 2! (1) + 5p1 - €
S — Spi S — Sp1
-4 Sty —a-e ™
S+ a s+ a
58 | £ Snl :1+—Sp1_s“1 6(t)+(sp1—sn1)-espl’
S—Spl S—Sp1
s+z a—z
=1 St)—(a—2z) - e ™
s+ a S+ a B—@=2)-e
59 | 5 "5 Sﬂ.(l evi’) 4 e’
(s—spl)-s Sp1
s +z Z
o > 1_ —at —at
(s+a)-s ( © )+e
1 —1
60 | ———— — (1= )
(s—spl)-s Spl
1 1
. . 1_ —at
(s+a)-s a ( © )
1 1
6l | ———— — (=1 =5y -t + &%
(S_Spl)'S2 S;2>1 ( pl )
1 1
- - — . (=1 .t —at
(s+a)-s? a2( tatte™)
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Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
1 -1 5212
62| ——~ 3 — | L spr B — e
(s —sp1) - 83 So1 2
1 e - a*-r*
e — —_ —_— . —_— e
(s+a)-s a’ a 2
1
63 | —— t- e’
(s = sp1)
1 t efat
(s +a)
s
64 | —— (1 + Spi ~t) el
(S _Spl)
_ (I—a-1)- e
(s +a)?
65 s_—snl2 (1 _|_ (Spl — snl) . l’) . esplt
(S _SPI)
s+z
—_— l+Gz—a)-t)-e ™
GLay (I +( ) 1)
2 —_— .
(s — spl) X Spi Snl
s+z z a*—a-z
-~ I 1 _ —at -~ Tt —at
(s+a)3-s a2 ( e + Z e >
1 1
67 i — (1= e® 5y -1 ™)
(s —spl) . s Spi
1 1
e . 1 _ —at ot —at
(s+a)i-s a? ( © “ © )
1 —1 o
| A R
(s —spl) . 52 Sp1
o i-(—24—a-t+(2+a-t)-e“")
(s +a) - s a’
69 1 Sp1 7 Sp2 L (e — &™)
(S — spl) . (S — sz) P P Sp1 — sz
1 1
, b . —at __ —bt
(s—|—a)~(s—|—b)a7'é b—a (e © )
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Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform (Fortsetzung)

(s +a)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
S 1 Syt Spot
[ e e kR el Gk R
p p p p
s 1
, b . A —at_b' —bt
Gra Gib 7 e )
S — Sn 1 s s
! (s — sp1) - (sl— ) ! 7 S So1 — Sy (Cspr = 1) - €71 — (sp0 — s1) - €7)
P p
s+ z 1
s b . _ L aat —b)- —bt
Cra) 617 p_a (@@ e —G@-b-e™)
~ On 1 . — Sn . — Sy
72 ool s Spl # Sp2 '<_Snl+—sp2 (Sp1 S1)~esplf_—spl (52 sl).espzt>
(s = sp1) - (s —5p2) - Sp1 - Sp2 Spl — Sp2 Spl — Sp2
, b T gar TN P bt
i Gin Y7 a-b (Z b—a ° TTp_a €
! 1 Sp2 Spl
73 , S K . 1+¢_esp1f_ P _espzt)
(s = 8p1) - (s = 5p2) - 8 B Sp1 - Sp2 < Spl — Sp2 Spl — Sp2
1 1 b a
s b — . |1-= . aat bt
(s—l—a)~(s+b)-sa§”é a-b ( b—a © +b—a ¢ )
1 1 5% 52,
74 , 8 N | So1FSp+8518y -+ P S I LA LN
(s— Spl) (s — spZ) . g2 pl 7& p2 351 ] ng (Pl p2 T opldp2 Sp1—Sp2 51—
1 1 2 2
, b — | —=a—-b bt — L eat bt
Cra i 207 @ b? (“ T a—b ¢ taTpC >
2
75 ;3 T et
(S_spl) 2
1 tz —at
- T
(s +a)’ 2
)
76 ;3 (l+sp1 4 ) 'Cspll
(S—Spl)‘ 2
S ; a.[2 efat
(s +a)’ 2
2
77 S_—S“13 H_(Spl—snl)'t et
(S_Spl) 2
stz —at (Z_a)'tz. at
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Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
— Sp1 — Sn1) - 82, - 12
78 S—Sn; S%] . 1 - 1 o spl . t - ( Pl 1) Pl . esplt
(s—sp1) -8 Spi 2 sm
s+z b4 (z—a)-a* -t B
e - 1-(14+a-t+ ) ™
(s+a) s a’ ( ( 2.7
1 1 2 .2
Y| el B B e R
(s — spl) -8 Spi 2
1 1 a’-t?
e — . l1=11 .t e
tay-s e ( ( T > ) >
1 1 2 g2
80 | ————5— | 3t (32 syt B | e
(s — spl) . 52 Sp1 2
1 1 a’-t?
- — . (=3 .t 342.ag-t e
(S +a)3 . S2 614 +a + ( -+ a + 2 > c )
1 -1+ - t 1
81 - , (spl SP22> . esp]t + S espzl
(s - Spl) : (S - SPZ) (spl - SPZ) (Spl — Sp2
Sp1 7é Sp2
1 a;&b _1+(b_a) ! at 1 . —bt
(s+aP-(s+b) (a — by (a — by’
2
- 2s ’ —Sp2 + (Spl Spl i Sp2) el 1 Sp2 oS!
(s - Spl) : (S - SPZ) (spl - Sp2) (Spl — Sp2
Spl 7é sp2
b 2_a-b)-t b
2s ,a#b @ az ALY e
(s+a) -(s+b) (a —Db) (a—>b)
- s ; Snl , smi = Sp2 + (Sp1 = 5p0) 'Z(Spl — ) 1 et g 52 T Sl S et
(s - spl) : (s - SPZ) (Spl - SPZ) (Spl - SPZ)
Spl 3& Sp2
—(z—0b b—a) -(z—a)-t —b
s2+z atb (z—b)+( a; @-a)t a2 e
(s+a)-(s+b) (a —Db) (a —b)
34 S — Shi Snl 1— SIZ)I _2splsn1+sp25n1 _Spl(spl _SPZ)(Spl _Snl)'t s eSplf
(S - Sp1)2 : (S - Sp2) S Sglspz Sut + (Sp1 —5p2)?
Spl 7 Sp2 + Slz)l ) (SP2 B S“1)2 . eSp2t>
Snl - (Spl - SPZ)
s+ 2z atb z 1_a2—2-a-z+b-z—a-(a—b)-(z—a)-t'b‘efm
(s+ay-(s+b)-s a’-b z-(a — b)?

_—az.(z_b).
z-(a —b)?

ebt)
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Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
y 1 -1 _2-sp1—sp2—(sgl—spl-spz)%. et
(S - sp1)2 ' (S - sp2) - S S;l ©Sp2 SF2’1 . (Spl — Sp2)2
Spl 7£ sp2 + 1 5 espzt
Sp2 (Spl - SPZ)
1 1 2-a—b—|—(a2—a-b)-t. Car 1 b
,a#*b + 5 — e
(s+a)-(s+b) s a’-b a’?-(a —b) b-(a—>b)
1 —1 2. 3551 —2- 800 —(S2, —8p1 -Spp) -
(s —sp1)* - (s — $p2) - 8 So1°Sp2 Spi * Sp2 Sp1 - (Spl —sz)
2
Spl 7£ Sp2 B Sp1 . !
Sp2 - (Spl - SPZ)
1 1 2-b 3-a—-2-b (a—>b)-t
: b : .(_a+ L34 +a % )t e
(s+a)-(s+b)-s? a*-b a-b a-(a—>b)
+ Cl2 e—bz>
b-(a—Db)
g7 1 espi! esp2! el
(s — Sp1)(s — $p2)(s — 5p3)” (Sp2—Sp1)(Sp3 —5p1)  (Sp3—Sp2)(Sp1 —8p2)  (Sp1 —Sp3)(Sp2 —5p3)
Spls Sp2s Sp3 7
1 —at —bt —ct
ab.c 4 e n e . e
(s +a)s+b)s+c) b—-a)-(c—a) (c—b)y-(a—b) (a—c)-(b—c)
%8 s Spi - e’ Spa - €2 Sp3 - e
(S - Spl)(s - SpZ)(S - Sp3) (SpZ_Spl)(sp3 _Spl) (sp3 _Sp2)(sp1 _SpZ) (Spl _SpS)(SpZ_Sp3)
Spls Sp2s Sp3 7é
s boc+ —a-e ™ N —b- et —c-e ¢
9 a’ b C
(s+a)(s+b)s+c) b—-a)-(c—a) (c—b)-(a—b) (@—c)-(b—rc)
%9 5 — Sni (Sp1 —8n1) - €1 (Sp2—Sn1) - €% (Sp3—s8n1) - €9
(s — sp)(s — $5p2)(s — 5p3) (Sp2—Sp1)(Sp3 —8p1)  (5p3 —Sp2)(Sp1 —8p2)  (Sp1 —Sp3)(Sp2 —8p3)
Spls> Sp2s Sp3 7é
s+z ab.ct (z—a) - e ™ (z—b)- e (z—c)-e“
(s+a)s+b)(s+c) (b—-a)-(c—a) (c—=b)y-(a—b) (@@—c) -(b—rc)
90 5 — Sn1 Sni (Sp1 — sn1) - €™

(s — Sp1)-(s — 8p2) (s — 8p3) - 8
Spls Sp2’ Sp3

s+ z p
(s+a)s+b)s+c)s

b,c #

Spt - Sp2 tSp3 Sp1 - (Sp2 — Sp1) - (Sp3 — Sp1)
(Sp2 — sn1) - €% (Sp3 — Sn1) - €%
sz : (sp3 - Sp2) : (spl - sp2) sp3 ' (Spl - sp3) : (Sp2 - Sp3)
 G-a)- e @=b)e”  @—c)-e
¢ alb—a)c—a) blc—b)a—Db) cla—c)b—rc)

—at ct

Z
a-b
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Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
o1 1 ’ —1 et
(S - spl)'(s - SpZ)'(s - Sp3)'s Sp1 - Sp2 " Sp3 Sp1 - (Sp2 - Spl) ' (sp3 - Spl)
Spl’ SpZa Sp3 # espZI esp3l‘
Sp2 (SpS - Sp2) ' (Spl - sp2) Sp3 * (Spl - sp3) : (Sp2 - SpS)
1 1 et efbt e ¢t
,a,b,c # — — —
s+ a)s+b)s+c)s a-b-c alb—a)c—a) blc—>b)a—b) cla—c)b—rc)
9 1  Sp1Sp2 + Sp1Sp3 + Sp2Sp3 B t esel!
(S - Spl)'(s - sz)'(S - Sp3)'s2 512,1 ' ng ' SI2’3 Sp15p2S5p3 sgl(spZ - spl)(sp3 - Spl)
Spls Sp2s Sp3 F et el
ng(spg, - spZ)(spl - Sp2) Sg3(spl - Sp3)(sp2 - Sp3)
1 _a-b+a-c+b-c+ t . e v
(s+a)(s+Db)(s+c) 52 a?-b?.c? a-b-c a*>-(b—-a) (c—a)
—bt —ct
a,b,c # n e " e
b2-(c—b)-(a—b) c*-(a—c)-(b—2c)
1 tl’l—]
93 | —— e n=123,...
(s — sp1)" (n—1)!
1 tnfl .
e n=12,3, ...
G +a) n—1 "t
s tn72 " 1
94 | —— e n=23,4,...
(s — )" ((n—z)' (n—l)') ST e
Ky tl’l 2 a tl’l 1 ;
2 — e n=273,4,...
(s +a) ((n—Z)' n—l)') © o
S — Sy spl snl) el t
95 | ——— e n=2734,...
(s — 51" ((n TR P o
s+ z Cl) " ! —at
T~ e n=23,4,...
(s +a) ((n—Z)' (n—1D! ) ©o
n— i n—1
96 S — Sn1 A - 1 . Zl (_sp.I . t) _ Spl . (_SPI . t) . esplt ,
(s —sp1)" - s (—Spl) par i! Sp1 - (n— 1!
n=1273,...
# LI ”i‘j (a : 1 a-(a-t) ew)
(s+a)' s a’ = 1 z-(n—1)!
n=12,3
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3 Mathematische Methoden zur Berechnung von Regelkreisen

Tabelle 3.5-4: LAPLACE-Transformierte in Pol-Nullstellenform (Fortsetzung)

Nr.

f(s)

fQ@), firr >0

97

1

n—1 (__ . i
! '(1—eSP‘t-ZM>,n:1,2,3,...

(s —sp1)'-s (_Sp])n i=0 i!
1 1 “a-t)
— 1= . ,n=123,...
(s+a)y'-s a" ( © ;) i! ) "
0 il
08 ;2 ;n l+t+esp1f.2(l_1)_n_( Slpl t) ,
(s —sp1)'-s (—spl) Sp1 = Spi (i—1!
n=123,...
1 1 n v =1 (@
- — o == ¢ at . ,
(s +a) -s? ar ( a ' ,gf a (i —1)!
n=123,...
Tabelle 3.5-5: LAPLACE-Transformierte in Polynomform
Nr. | f(s) f(@), firt >0
(03 @o —Dagt (08 —Daogt
99 e T sin(wet) = — - e 77 - sin(wet) ,

s> + 2Dwos +

V1 —D? e
—1<D<1,0.=wy-V1—D?

s D
100 e PO . cos (wet) — ——— - sin (wet)
52 +2Dwys + w3 ( ¢ V1 —D?
0 0 e—Da)()l
= ——u.cos(wt + ¢),
T el + ¢
—1<D<1,w.=wy-V1— D2 ¢ = arcsin(D)
D
101 | - Sszg L e P cos (),
$7 20005 + @y ~1<D<l,0.=a, V1-D?
ol - (1 + Tys) - 1 -Dlyo, .
102 7 _ﬁ 2Dwgs + 02 (03 . e Dot (TV - cos(wet) + —we . sm(a)et)) ,
—1<D<1,0.=wy-V1—D?
103 i fhog

(s2 4+ 2Dawos + @) - (1 + Tys)

1 —2DTywy + TP 0}

t
. (e_ﬁ _ e*D(l)Qt .

—1<D<1,w.=wy - V1—D?

N

DTiwy — 1
cos (w.t) + b B sin(a)et))) ,
T] We
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Tabelle 3.5-5: LAPLACE-Transformierte in Polynomform (Fortsetzung)

(1—}-T1-S)2+T12~(02

Nr. | f(s) f@), firt >0
2, 1 T: 2 s
104 @ {1+ Tvs) % (@ e
(s> 4+ 2Dwos + @) - (1 + Tys) 1 —2DTywp + T2 0
+(Ty —T)) - e P2 . cos (w.t)
1—Dwy- (T} + Ty T\ Ty o}
+ @ - (1 + Tv) + TiTvexg . e Poot sin(a)et)),
We
—1<D<1,0.=wy-V1—D?
105 5 1— ; - e P sin (wet + ¢)
(s> + 2Dawos + @) - s JV1—D? e ’
—1<D<1,0w.=wy-V1—D2? ¢ = arccos(D)
2.1+ T D—-Ty-
106 @ - (1 + Tvs) 1 — e 2o ( cos(wer) + ——"20  sin(wet) )
(s> 4 2Dwos + @3) - s V1—D?
—1<D<1,0.=wy-V1—D?
s> —2Dwys + 0?1 4.D
106 0.2 | = 2 Do <\/1—D2- z),
a 2D t @ s — e sin 0N
0<D<1
2 1 ot
107 %o 1 - > Tiwg - e T
(s + 2Dawos + @3) - (1 + Tys) - s 1 —2DTiwy + T2 0]
+ (1 —2DTywp) - e P2 . cos(wet)
T1w0+D—2D2T1a)o _Daot . )
e T e sin(wet) |,
Vi D (@)
—1<D<1,0.=wy-V1—D?
2. (1 + T 1 L
108 @y - (1 + Tvs) 1— — Tla)é-(ﬂ—Tv).e T
(s> 4 2Dwos + @3) - (1 + Tys) - s 1 —2DTiwy + T2 &
+ (1 =2DTiwo + T Tvayg) - € ™" - cos(wet)
2D*Tywy — D(T, TVCO% + 1) — ao(Ty — Ty)
V1 —D?
e Dot . sin(a)et)>,
—1<D<1,0.=wy V1—D?
2 2D 1
109 2 Tt — - e P sin(wct +2¢),
(s> 4+ 2Dwys + @3) - s @o We ( ?)
—1<D<1,0w.=wy-V1—D? ¢ = arccos(D)
2.1+ T 2D — Ty T — 2D
110 @ (1 +1vs) ——Va)O-i—t— g Dot . Vwo—-cos(coet)
(s> + 2Dawys + @3) - s> @ @o
1+ DTy —2D?
+ v -sin(wet)> ,
We
—1<D<1,0.=wy-V1—D?
T2 . L
11 19 e T - sin(wr)
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3 Mathematische Methoden zur Berechnung von Regelkreisen

Tabelle 3.5-5: LAPLACE-Transformierte in Polynomform (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
T, -(1+T -s) r
112 . t
(A +T -5+ T2 w? e i - cos(ar)
) e
1 + TV ) Tl v — . TV
113 T . sin(orf 4 ¢). tan ¢ —
(L+ T - 5?2+ 17 - @? T ©men e ane b
I,
a .
114 m smh(at)
- sinh(b - cosh(b
115 | 2Smh)+a - cosh(®) sinh(at + b)
s§c—a
S
116 m COSh(at)
- cosh(b - sinh(b
117 s - cosh( 2)+a2 sinh(b) cosh(at + b)
s§c—a
| St * . sinh(ar) + cosh(ar)
s —a a
s+2 4 a .
19| ——5— -1+ sinh(at) + cosh(at)
(s?—a?)-s a z
s*+a-s—a’ .
120 W 1+ Slnh(at)
2. 2 2
121 ﬁ 1+COSh(Clt)
§°—a )
2
122 ﬁ 1— COSh(Clt)
§c—as)-s
(0] .
123 s2_|_—a)2 Sln(a)t)
N
124 m COS(COI)
2:|: ) 2
125 S<S2 i ;2;”;’ 1 £ sin (o)
257+ 0
126 m 1 4 cos (a)t)
2
(0]
127 m 1 — cos (a)t)
s+2z [ . )
128 52_|_—a)2 1+E-Sln((ot+¢),tan¢ :;
2
S+ z 1+ <
2 2 Z > o
129 | (s2 + w?) s ——T-cos(wt+¢),tan¢_—
Z

2
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Tabelle 3.5-5: LAPLACE-Transformierte in Polynomform (Fortsetzung)

Nr. | f(s) f(@), firt >0
s-sing + w - cos ¢ _
130 T o’ sin(wt + ¢)
§-COS¢P —m-sin @
131 e cos(wt + ¢)
®
1322 ——— —at g
3 Graf 1 o e sin(wt)
s a’ . o ®
B e —\1 g sin@r =9 e tang = 5
s+a
134 | ——— —at
Gtal+ta e cos(wt)
s+a a a
135 + -sin(wt — ¢)- e ¥, tang = —
((s+a)2+a)2)~s a’* + o? a’ + w? ( ?) ¢ ®
2
s+2z z—a
136 | ——— 1 Ce . sin(wt t —
(s +a)> + a? +( p > e @ -sin(wt + ¢), tan ¢ E—
s+z z (a—2)°+ w? _
137 _ ) " e,
(6 +aP +a?) s @t \/(612+a)2)'a)2 cos(o + 91+ ¢2) - €
® a—z
tan ¢, = —, tan ¢, =
a
1 1 1 ®
138 - ~sin(wt + ¢)- e, tang = —
((s+a)+w?) s a’ + w? \/(a2+a)2)-a)2 ( ?) ? =7
1 a’? 51 a2
139 ,——b<0 - sin(@et), ®e = \/b — —
s>+a-s+b 4 < e sin(@er), @ 4
1 a? a
140 ——b=0 t-e 2
s24+a-s+b’ 4 ©
1 2 ef%t a?
141 ,——b>0 -sinh(at), ¢ =/ — —b
Cta.s+b 4 > ” sinh(at), a 1
S a’ ef%’ a?
142 b <0 (=5 -sin(@en) + o, - cos(@n) o = /b~
2 iastbh 4 < o. SIn(@et) + @, - COS(Wet) | , @ b 1
143 : AP (1-51) e
s2+a-s+b’ 4 N 2
K a? ef%’ a2
144 Y pso (——-'h H+a- ) —JE
Crla-stb 4 > p sinh(at) + « - cosh(at) | , 1 b




